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+IñT1 GỐ LƯỢI1B BITE VỊ ĐHIUƯOT1IDB THÌTH LƯỢIIG BGHE 


HT Số LƯỢNG BIáE Vì 
Chương PHƯDI]B TRÌïIH LƯƠIIB BID 


Nhiều hiện tượng tuần hoàn đơn giản trong thực tế được mô 
tả bởi những hàm số lượng giác. Chương này cung cấp những 
kiến thúc cơ bản về các hàm số lượng giác và cách giải các 
phương trình lượng giác dơn giản. 

Khi học chương này học sinh cần chú ý tính chất tuần 
hoàn của các hàm số lượng giác và phuơng pháp sủ dụng 
đường tròn lượng giác để tìm nghiệp của các phương trình 
lượng giác cơ bản. Ngoài ra, học sinh cần rèn luyện kĩ 
năng biến đổi lượng giác và kĩ năng giải các dạng phương 
trình lượng giác được quy định trong chuơng trình. 


Š CÁC HÀM SỐ LƯƠNG GIÁC 


Các hàm số lượng giác thường được dùng để mô tả những hiện tượng thay đổi 
một cách tuần hoàn hay gặp trong thực tiễn, khoa học và kĩ thuật. Trong bài 
này, ta tìm hiểu các hàm số lượng giác y = sinx, y = cOSY, y = tanv, y = cotv. 


1. Các hàm số y = sinx và y = c0sx 
|H1| Trên hình 1.1, hãy chỉ ra các đoạn thẳng có 


ˆ `. . ~“ H . ` T3 . 7t 
độ dài đại số bằng sin x, bằng cosx. Tính sin, 


1 
—— 2n. 
co 3) COS 27 


a) Định nghĩa 
Quy tắc đặt tương ứng mỗi số 
thực x với sin của góc lượng 
giác có số đo rađian bằng x 
được gọi là hàm số sỉin, kí hiệu 
là y = sinx. 


Hình l1 


Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực x với côsin của góc lượng 
giác có số đo rađian bằng x được gọi là hàm số côsin, kí hiệu là 
y = COSv. 


Tập xác định của các hàm số y = sinx, y = cosx là R. Do đó các hàm số sin 


và côsin được viết là 
sin : R —>R cos :  —> IR 


x E> SInx X F> COSx. 
Nhận xét 
Hàm số y = sinx là một hàm số lẻ vì sin(—x) = —sinx với mọi x thuộc ïR. 


[H2] Tại sao có thể khẳng định hàm số y = cos x là một hàm số chẵn ? 
b) Tính chất tuân hoàn của các hàm số. y = sỉn x và y = c0s x 
Ta đã biết, với mỗi số nguyên &, số &2r thoả mãn 


sin(x + k27) = sinx VỚI mỌI +. 


Ngược lại, có thể chứng minh rằng số 7 sao cho 

sin(x +7) = sinx với mọi x 
phải có dạng 7 = k2r, k là một số nguyên. 
Rõ ràng, trong các số dạng k27r (k e Z2), số dương nhỏ nhất là 2m. 
Vậy đối với hàm số y = sinx, số 7 = 27 là số dương nhỏ nhất thoả mãn 

sin(x + 7) = sinx với mọi x. 

Hàm số y = cosx cũng có tính chất tương tự. 
Ta nói hai hàm số đó là những hàm số tuần hoàn với chu kì 2T. 
Từ tính chất tuần hoàn với chu kì 2m, ta thấy khi biết giá trị các hàm số 
y=sinx và y= cosx trên một đoạn có độ dài 27 (chẳng hạn đoạn [0 ; 2x] hay 
đoạn [—r ; z]) thì ta tính được giá trị của chúng tại mọi x. (Cứ mỗi khi biến số 
được cộng thêm 2r thì giá trị của các hàm số đó lại trở về như cũ ; điều này 
giải thích từ "tuần hoàn"). 
c) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = sỉnx 
Do hàm số y = sinx là hàm số tuần hoàn với chu kì 2z nên ta chỉ cần khảo sát 
hàm số đó trên một đoạn có độ đài 27, chẳng hạn trên đoạn [—1 ; Ø6]. 
e Chiêu biến thiên (xem các hình 1.2, 1.3, 1.4) 
Cho x = (ÓA, ÓM) tăng từ —x đến r, tức là cho Mí chạy trên đường tròn lượng 
giác theo chiều dương một vòng xuất phát từ A' và quan sát sự thay đổi của 
điểm K (K là hình chiếu của M trên trục sin, ÓOK =siny), ta thấy : 
7 
z 
theo chiêu dương từ A' đến ' và điểm K chạy dọc trục sin từ Ó đến B'. Do đó 


ÓK, tức là sin x, giảm từ 0 đến —1 (h. 1.2). 


- Khi x tăng từ -x đến —— thì điểm Mí chạy trên đường tròn lượng giác 


Hình I.2 Hình 1.3 


— Khi x tăng từ =5 đến 5 thì điểm M chạy trên đường tròn lượng giác 
theo chiêu dương từ Ö' đến Ö và điểm K chạy dọc trục sin từ 8' đến B. Do đó 
OK, tức là sin x, tăng từ —1 đến 1 (h. 1.3). 
- Khi x tăng từ 5 đến z thì điểm M chạy 
trên đường tròn lượng giác theo chiều 
dương từ B đến A' và điểm K chạy dọc trục 
sin từ 8 đếnO. Do đó ÓK, tức là sinx, 
giảm từ I đến 0 (h. 1.4). 


Vậy ta có bảng biến thiên của hàm số 


y =sinx trên đoạn [—z ; x| như sau : 


1 
= sinx 0 s.” .. 
y l . 


e Đồ thị 

- Khi vẽ đồ thị của hàm số y = sinx trên đoạn [—Z ; zZ], ta nên để ý rằng : 
Hàm số y = sinx là một hàm số lẻ, do đó đồ thị của nó nhận gốc toạ độ 
làm tâm đối xứng. Vì vậy, đầu tiên ta vẽ đồ thị của hàm số y = sinxtrên 
đoạn [0; mở]. 


Trên đoạn [0 ; x], đồ thị của hàm số y = sinx (h. 1.5) đi qua các điểm có toạ 
độ (x ; y) trong bảng sau : 


. ĐC VÔ TA" ¬. cu. ẻ<ẽ 
6 4 3 5] 3 4 6 
y=sinx| 0 b v2 v3 Ï v3 v2 bề 0 
2 Ũ 2 2 2 2 
(0,71) (x0,87) (x0,87) (x0,71) 


Hình I.5 
Phần đồ thị của hàm số y = sinx trên đoạn [0 ; x] cùng với hình đối xứng của 
nó qua gốc Ó lập thành đồ thị của hàm số y = sinx trên đoạn [—7r ; | (h.1.6). 
— Tịnh tiến phần đồ thị vừa vẽ sang trái, sang phải những đoạn có độ dài 27, 


4r, Ór,... thì được toàn bộ đồ thị hàm số y = sin+x. Đồ thị đó được gọi là một 
đường hình sin (h. 1.6). 


Hình 1.6 


Nhận xét 

1) Khi x thay đổi, hàm số y = sinx nhận mọi giá trị thuộc đoạn [—1 ; 1]. Ta nói 
tập giá trị của hàm số y = sin x là đoạn [—I ; 1]. 

TL. 1 
2'2 
tuần hoàn với chu kì 2x, hàm số y=sinx đồng biến trên mỗi khoảng 


-5 +Ðn ¡2 + lớn |, ke # 


2) Hàm số y = sinx đồng biến trên khoảng [- | Từ đó, do tính chất 


2 


H3| Hỏi khẳng định sau đây có đúng không ? Vì sao ? 


Hàm số y = sinx nghịch biến trên khoảng lš : TỊ và nghịch biến trên mỗi khoảng 


[+ter . T tiên), keZ. 


d) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = cosx 


Ta có thể tiến hành khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = cosx 
tương tự như đã làm đối với hàm số y = sinx trên đây. Tuy nhiên, ta nhận thấy 
: FT: 1. áo 8 sxYÃ  .ẽ  ẻ. . .ẽ : 
COSX = sn|3 + ;] với mọi x, nên băng cách tịnh tiến đồ thị hàm số y = sin x 
7 


sang trái một đoạn có độ dài 2 


, ta được đồ thị hàm số y = cosx (nó cũng 


được gọi là một đường hình sin) (h. 1.7). 


Hình I.7 
Căn cứ vào đồ thị của hàm số y = cosx, ta lập được bảng biến thiên của 
hàm số đó trên đoạn [—7 ; 7] : 


y=cCOSx _ “ «4 mm 


Hãy kiểm nghiệm lại bảng biến thiên trên bằng cách quan sát chuyển động 
của điểm Hl trên trục côsin, trong đó H là hình chiếu của điểm M trên trục côsin, khi 
điểm M chạy trên đường tròn lượng giác theo chiêu dương một vòng xuất phát từ 
điểm A' (h. 1.8). 


-l 


Nhận xét 

1) Khi x thay đổi, hàm số y = cosx nhận 
mọi giá trị thuộc đoạn [—I ; I]. Ta nói /áp 
giá trị của hàm số y = cos x là đoạn [—I ; I]. 

2) Do hàm số y = cos x là hàm số chắn nên 
đồ thị của hàm số y = cos+x nhận trục tung 
làm trục đối xứng. 


Hình I5 


3) Hàm số y = cosx đồng biến trên khoảng (—r ; 0). Từ đó do tính chất 
tuần hoàn với chu kì 2z, hàm số y = cosx đồng biến trên mỗi khoảng 
(—mw + k2Tm ; k2Tn), k e 2. 


HB5| Hỏi khẳng định sau đây có đúng không ? Vì sao ? 


Hàm số y = cosx nghịch biến trên khoảng (0 ; r) và nghịch biến trên mỗi khoảng 
(k2m ; + k2), k e Z. 


GHI NHỚ 
Hàm số y = sin x Hàm số y = cos x 
— Có tập xác định là R ; — Có tập xác định là R ; 
— Có tập giá trị là [—1 ; l]; — Có tập giá trị là [—l; 1]: 
— Là hàm số lẻ ; — Là hàm số chẩn ; 


— Là hàm số tuần hoàn với chu | — Là hàm số tuần hoàn với chu 


kì 2m; kì 2m ; 
— Đồng biến trên mỗi khoảng | — Đồng biến trên mỗi khoảng 

&. + k2T . + k21 (—m + k2m 3 k2T) 

9 2 ` "`... 
: và nghịch biến trên môi khoảng 

và nghịch biến trên mỗi khoảng 

T1 3n (k2m ; at + k2m),k e 2; 

†k2n ; †+k2n ,„k€Z; 


— Có đồ thị là một đường hình sin. | — Có đồ thị là một đường hình sin. 


Các hàm số y = tan x và y = co + 
a) Định nghĩa 
e Với mỗi số thực x mà cosx # 0, tức là x # 5 + km (k e Z2), ta xác định được 


m SIn x 
số thực tanx = 
COS X 


- Đạ Đi =Rỗ + An|t e i, 


< ñ Si co SINX 
Quy tắc đặt tương ứng mỗi số x e Ø\ với số thực tanx = 


COS X 
được gọi là hàm số tang, kí hiệu là y = tan x. 


10 


Vậy hàm số y = tanx có tập xác định 
_ frục côtang 
\; ta viết 


tan : 9¡ —> IR 
x  tanx. 


e Với mỗi số thực x mà sinx # 0, tức là 


x# km (k e Z), ta xác định được số thực 


trục tang 


cotx =—— —. Đặt8;=IR\ Í kx|k e Z]. Hình 1.9 
SI1 


Ln : Xe c3 `... COSX 
Quy tắc đặt tương ứng mỗi số x e 9» với số thực cotx = -; 
SIn + 


được gọi là hàm số côtang, kí hiệu là y = cot x. 
Vậy hàm số y = cotx có tập xác định là 9)› ; ta viết 
cot : 9› —> ]R 
x F> COfX. 
Trên hình 1.9 ta có (ÓA, OM) = x, tanx = AT,cotx = BS. 
Nhận xét 


1) Hàm số y = tanx là một hàm số lể vì nếu x e Ø\ thì -v e Ở\ và 
tan(—x) = -tanx. 
2) Hàm số y = cotx cũng là một hàm số lể vì nếu x e 9); thì -x e 9; và 
cof(—*) = —cotx. 
b) Tính chất tuần hoàn 
Có thể chứng minh rằng 7 = 7 là số dương nhỏ nhất thoả mãn 
tan(x +7) = tanx với mọi x e Ø}\, 
và 7 = 7 cũng là số dương nhỏ nhất thoả mãn 
cot(x +7) = cotx với mọi x e 9). 


Ta nói các hàm số y = tanx và y= cotx là những hàm số tuần hoàn với chu kÌ T. 


c) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = tan x 


Do tính chất tuần hoàn với chu kì 7 của hàm số y = tan x, ta chỉ cần khảo sát 
Ã mẽ... a ... : TT  .. 
sự biến thiên và vẽ đồ thị của nó trên khoảng [~š : ;] c 8), rồi tịnh tiến 


phần đồ thị vừa vẽ sang trái, sang phải các đoạn có độ dài 7, 27w, 37r,... thì 
được toàn bộ đồ thị của hàm số y = tan x. 
e Chiêu biến thiên (h. 1.10) : 

: ¬ỤŨ ~... 
Khi cho x = (ÓA, ØM) tăng từ =5 đến 2 

¬..ẽ.- 

(không kề —5 Và 2) thì điểm Mí chạy trên 
đường tròn lượng giác theo chiều dương 
từ 8' đến B (không kể ÖB' và B). Khi đó 
điểm 7 thuộc trục tang A/ sao cho 
AT =tanx chạy dọc theo A/ suốt từ dưới 
lên trên, nên tanx ứðng fừ =œ đến +œ (qua 
giá trị 0 khi x = 0). Hình 1.10 


Tại sao có thể khẳng định hàm số y = tanx đồng biến trên mỗi khoảng 


[-š+miš+in],keZ7 


e Đồ thị : Đồ thị của hàm số y = tanx có dạng như ở hình 1.11. 


Hình lII 


II 
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Nhận xét 


1) Khi x thay đổi, hàm số y = tanx nhận mọi giá trị thực. Ta nói /áp giá rị 


của hàm số y = tanx là 


2) Vì hàm số y = tan+x là hàm số lẻ nên đồ thị của nó nhận gốc toạ độ làm tâm 
đối xứng. 


3) Hàm số y = tanx không xác định tại x = 5 + kr (k e Z). Với mỗi k e Z, 


đường thẳng vuông góc với trục hoành, đi qua điểm lš + KT; ) gọi là một 


N¿ TÍ 


đường tiệm cận của đồ thị hàm số. y = tan x. (Từ "tiệm cận” có nghĩa là ngày 

` À ? z* ` 2 TL uc 2 š _ Á 3 À + 
càng gần. Chăng hạn nói đường thăng x = 2 là một đường tiệm cận của đồ thị 
hàm số y = tanx nhằm diễn tả tính chất : điểm M trên đồ thị có hoành độ càng 


gần 5 thì ⁄ càng gần đường thẳng x = s` 


d) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = cof x 
Hàm số y = cotx xác định trên 9› = IR\ {kz | & e Z} là một hàm số tuần hoàn 


với chu kì z. Ta có thể khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của nó tương tự như 
đã làm đối với hàm số y = tan x. 


Đồ thị của hàm số y = cotx có dạng như hình 1.12. Nó nhận mỗi đường thẳng 


vuông góc với trục hoành, đi qua điểm (kr ; 0), & e Z2 làm một đường tiệm cận. 
3” 


Hình 1.12 


GHI NHỚ 


Hàm số y = tan x 


Hàm số y = cot x 


- Có tập xác định là 


9, =RE\ |5 + kn|k 7|: 


- Có tập giá trị là Ñ ; 


- Là hàm số lẻ ; 

- Là hàm số tuần hoàn với chu kì 7; 

- Đồng biến trên mỗi khoảng 
7 7 

[T§+imitin],k c2; 

- Có đô thị nhận mỗi đường 

thẳng x= +Ên (e /Z) làm 


một đường tiệm cận. 


- Có tập xác định là 


®,=R\{kx|ke 2}; 


- Có tập giá trị là Ñ ; 


- Là hàm số lẻ ; 

- Là hàm số tuần hoàn với chu kì 7 ; 
- Nghịch biến trên mỗi khoảng 
(kf ; TL + k1, k € Z2; 


- Có đồ thị nhận mỗi đường 
thẳng x= kz (ke Z) làm một 


đường tiệm cận. 


3. Về khái niệm hàm số tuần hoàn 


Các hàm số y = sin x, y = cosx là những hàm số tuần hoàn với chu kì 27w ; các 
hàm số y = tan x, y = cotx là những hàm số tuần hoàn với chu kì ï. 


Một cách tổng quát : 


Hàm số y = #2) xác định trên tập hợp 9® được gọi là hàm số 


tuần hoàn nếu có số 7 # 0 sao cho với mọi x e 9) ta có 
x+TeØ,x-T e 9và fx+T) = #+). 


Nếu có số 7 dương nhỏ nhất thoả mãn các điều kiện trên thì hàm 
số đó được gọi là một hàm số tuần hoàn với chu kì 7. 


Ví dụ. Các hàm số y = 2sin 2v (đồ 
# 
Đ 
(đồ thị ở hình 1.14), và hàm số có 
đồ thị ở hình 1.15 là những hàm số 
tuần hoàn. 


thị ở hình 1.13), hàm số y = sin 


Hình 1.13 
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=ã1-i7'-I|Ð1 33 4 53.a4 


Hình 1.14 Hình T.15 


a)y= 4/3 —- sinx ; ) =. 


SIn x 


|1— sinx T 
c)y= T2 cuex ” 4)y=n|2x+ 3} 


Xét tính chẵn - lẻ của mỗi hàm số sau : 


a)y=-—2sInx ; b)y= 3sinx —- 2; 
C€)y=SINX — COSX ; d) y = sinxcos^x + tanx. 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của mỗi hàm số sau : 


8)y=2eo| x + 3] +3: b)y= 41— sin(@+7) —1; 


c)y=4sin *x. 


Cho các hàm số ƒ{x) = sinx, ø(x) = cosx, /(x) = tanx và các khoảng 
3T TL 1 3ln 33m 452m 6017 
`... 


Hỏi hàm số nào trong ba hàm số đó đồng biến trên khoảng J¡ ? Trên khoảng J; ? 


Trên khoảng Js ? Trên khoảng 7¿ ? (Trả lời bằng cách lập bảng). 

Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? Khẳng định nào sai ? Giải 
thích vì sao. 

a) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = sinx đồng biến thì hàm số y = cosx 
nghịch biến. 


b) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = sinˆx đồng biến thì hàm số y= COS”Y 
nghịch biến. 
6. Cho hàm số y= ƒ(x) = 2sin 2v. 


a) Chứng minh rằng với số nguyên & tuỳ ý, luôn có ƒ(x + k7) = (2) với mọi x. 
b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = 2sin 2x trên đoạn I- 5 : ; 
c) Vẽ đồ thị của hàm số y = 2sin 2x. 


Bài đọc thêm 


DAO ĐỘNG ĐIỀU HOÀ 


Nhiều hiện tượng tự nhiên thay đổi có tính chất tuần hoàn (lặp đi lặp lại sau khoảng 
thời gian xác định) như : 

- Chuyển động của các hành tinh trong hệ mặt trời, 

- Chuyển động của guồng nước quay, 

- Chuyển động của quả lắc đồng hồ, 

- Sự biến thiên của cường độ dòng điện xoay chiều,... 

Hiện tượng tuần hoàn đơn giản nhất là dao động điều hoà được mô tả bởi hàm số 


y=Asin(ax + Ø) + B, 


trong đó A, B, ø và ø là những hằng số ; A và ø khác 0. Đó là hàm số tuần hoàn với 


2 : : 
chu kì “T ; |A| gọi là biên độ. Đồ thị của nó là một đường hình sin có được từ đồ thị 


|d 


của hàm số y = Asinzx bằng cách tịnh tiến thích hợp (theo vectơ - “7 rồi theo 
@ 


vectơ 5ÿ , tức là tịnh tiến theo vectơ —'` 7 + Öÿ ). 
L2) 


Ví dụ. Một guồng nước có bán kính 2,5m, có trục quay ở cách mặt nước 2m, quay 
đều mỗi phút một vòng (h. 1.16). Gọi y (mét) là "khoảng cách" từ mặt nước đến một 
chiếc gầu của guồng nước ở thời điểm x (phút) (quy ước rằng y > 0 khi gầu ở bên 
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^ 2. Z Z, W.v > . rat ˆ lÏ +“ ` 
trên mặt nước và y < 0 khi gầu ở dưới nước). Biết răng sau khi khởi động D phút thì 


chiếc gầu đó ở đỉnh cao nhất của guồng nước. Từ các điều đó ta suy ra 


w=2+25 vn| 2n ¬ — 3Ì) 


Đồ thị của hàm số này có dạng như ở hình 1.17. 


Hình 1.16 Hình I_I7 
Luyện tập 
7. Xét tính chẵn - lẻ của mỗi hàm số sau : 
7 : 
9y =e|x = Ä) : b) y = tan |x : c) y=tanx — sin2x. 
8. Cho các hàm số sau : 
a)y= —sin^x ; b)y= 3tan^x + 1 : 
: : 3 
C€)y= sInxcoS+ ; đ) y= sinxcosx + 5 €052x. 


Chứng minh rằng mỗi hàm số y = +) đó đều có tính chất : 
Ñx + km) = ƒ(š) với k e Z2, x thuộc tập xác định của hàm số ƒ. 
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19. 


11. 


12. 


13. 


Cho hàm số y = /x) = Asin(øx + Z) (A, œ và ø là những hằng số ; A và ø 
khác 0). Chứng minh rằng với mỗi số nguyên &, ta có ƒ ls + ri] = ƒ#&) 
VỚI mỌI +. 

Chứng minh rằng mọi giao điểm của đường thẳng xác định bởi phương trình 
v= 5 với đồ thị của hàm số y = sinx đều cách gốc toạ độ một khoảng nhỏ 


hơn 410. 


Từ đồ thị của hàm số y = sinx, hãy suy ra đồ thị của các hàm số sau và vẽ đồ 
thị của các hàm số đó : 


: e) y= sin|xl. 


a)y= —SInx ; b)y= |sin x 
a) Từ đồ thị hàm số y = cosx, hãy suy ra đồ thị của các hàm số sau và vẽ 


đồ thị của các hàm số đó : 


y=coSx +2; y=co[x 
b) Hỏi mỗi hàm số đó có phải là hàm số tuần hoàn không ? 
Xét hàm số y = ƒ(x) = cos 5 : 
a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên k, ƒx + &4n) = x) với mọi x. 


b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = cos 5 trên đoạn [—2z ; 2n]. 


~ 3Ä +; 7 . x ` X ` A#'Ã ' 
c) Vẽ đồ thị của các hàm số y = cOSx Và y= coS D trong cùng một hệ toạ độ 
vuông góc Qxy. 


d) Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, xét phép biến hình F biến mỗi điểm (z ; y) 
thành điểm (+#' ; y) sao cho +' = 2x và y' = y. Chứng minh rằng F biến đồ thị 


2 ` rS ` À h k2 ` ⁄ x 
của hàm số y = cos+x thành đồ thị của hàm số y = COSZ : 
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ÂM THANH 


Âm thanh được tạo nên bởi sự thay đổi áp suất của môi trường vật chất (chất khí, 
chất lỏng, chất rắn) một cách tuần hoàn theo thời gian (dao động tuần hoàn) và được 
lan truyền trong môi trường đó (sóng âm thanh). 


: : : \ 1 
Nếu dao động tuần hoàn ấy có chu kì 7 (đo bằng đơn vị thời gian là giây) thì T gọi 


là ẩn số của dao động (tức là số chu kì trong một giây) ; đơn vị của tần số là Héc 
(Hertz) viết tắt là Hz. Âm thanh tai người nghe được là dao động có tần số trong 
khoảng từ 17-20 Hz đến 20 000 Hz. Dao động có tần số cao hơn 20 000 Hz được gọi 
là siêu âm. 

Trong âm nhạc (nghệ thuật phối hợp các âm thanh) người ta thường dùng những nốt 
nhạc để ghi những âm có tần số xác định. Tần số dao động càng lớn thì âm càng 
cao. Khi tăng tần số một âm lên gấp đôi thì ta nói cao độ của âm đó được tăng thêm 
một quãng tám. Người ta thường chia quãng tám đó thành 12 quãng bằng nhau, mỗi 
quãng gọi là một bán cung để đo chênh lệch cao độ giữa các âm (xem Sách giáo 
khoa "Âm nhạc và mĩ thuật" lớp 7). Với hai âm cách nhau một bán cung, tỉ số các tần 
số của chúng bằng !Ÿ/2 ; với hai âm cách nhau một cung (tức là hai bán cung), tỉ số 
các tần số của chúng bằng (142)7 = Š2.. Ở khuông nhạc dưới đây có ghi các nốt 
nhạc của một "âm giai" (quãng tám) cùng khoảng cách cao độ giữa hai âm ứng với 
hai nốt kề nhau. Âm !a của âm giai đó có tần số 440 Hz (do đó, chẳng hạn âm si kế 
đó có tần số 440 9/2 Hz). 


sol la SĨ đô 


á 1 Icung lIcung l bán cung 
1 cung I cung 1báncung l cung 


Trong âm nhạc, ngoài các âm riêng lẻ còn có hợp âm 
(kết hợp các âm thanh). Nhà toán học Pháp Phu-ri-ê 
(Fourier) đã chứng minh rằng một hàm số tuần hoàn với 
chu kì 7 có thể phân tích thành "tổng" của một hằng số 
với những hàm số tuần hoàn có đồ thị là những đường 


hình sin với chu kì = (n là số nguyên dương). Điều 
/ 


đó giúp ta hiểu sâu hơn về hợp âm, hoà âm, âm bội và 


Joseph Fourier ˆ š 
(1768 - 1830) ĐH Ưn: 


N 2 PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 


Ta xét bài toán sau : 

Một vệ tỉnh nhân tạo bay quanh Trái 
Đất theo một quỹ đạo hình clip 
(h. 1.18). Độ cao h (tính bằng kilômet) 
của vệ tỉnh so với bê mặt Trái Đất 
được xác định bởi công thức 


TL 
h=550+450 COSnf, Hình 1.18 


trong đó t là thời gian tính bằng phút kể từ lúc vệ tỉnh bay vào quỹ đạo. Người 
ta cần thực hiện một thí nghiệm khoa học khi vệ tỉnh cách mặt đất 250km. 
Hãy tìm các thời điểm để có thể thực hiện thí nghiệm đó. 

Bài toán này dẫn đến việc giải phương trình 


7L 7L 2 
550 + 450 cos sọ = 250, hay cos sọ ". 


1 
50 
Trên thực tế, có nhiều bài toán dẫn đến việc giải các phương trình có một 
trong các dạng 


: 2 
Nếu đặt x= ——/ thì phương trình trên có dạng cosx = — 3 


SINX =7, COSX =7, tanx =m Và COtX =7m, 


trong đó x là ẩn số (x e ]R) và zz là một số cho trước. 


Đó là các phương trình lượng giác cơ bản. 


1. Phương trình sinx = 7m 


a) Để làm ví dụ, ta xét một phương trình cụ thể, chẳng hạn 


| 
SIINx=—-: 1 
2 (1) 
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IHÌ| Tìm một nghiệm của phương trình (1). 


Để tìm tất cả các nghiệm của (1), ta có thể 
làm như sau : 


Xét đường tròn lượng giác gốc A. Trên trục 


sin, ta lấy điểm K sao cho ÓOK = ¬ Đường 


thẳng qua K và vuông góc với trục sin cắt 


đường tròn lượng giác tại hai điểm M; và M; ; 


hai điểm này đối xứng với nhau qua trục sin 
(h. 1.19). Ta có 


Hình 1.19 


sin(ÓA, OM)) = sin(ÓA, OM;) = OK = _ 


Dễ thấy, số đo (rađian) của các góc lượng giác (ÓA, OM;) và (ÓA, OM;) là tất cả 


các nghiệm của (1). Lấy một nghiệm tuỳ ý của (1), chẳng hạn x = ni Khi đó 


các góc (OA, OMj) có số đo c1 k2m ; các góc (OA, OM;) có số đo 


~—œ + k2n (ke Z). Vậy 


sinx= 2 c© Nà hoặc X=-~ œ +2n (k e Z). 


Sử dụng kí hiệu "[" thay cho từ "hoặc", ta có thể viết lại kết quả trên như sau : 


: x=e+ 2n 


X=-+k2n 


SsInx= 


b) Giả sử z là một số đã cho. Xét phương trình 
SInx =m. (D 
Hiển nhiên phương trình (I) xác định với mọi x e R. 
Ta đã biết, |sin x | < 1 với mọi x. Do đó phương trình (I) vô nghiệm khi || > 1. 


Mặt khác, khi x thay đổi, sinx nhận mọi giá trị từ —1 đến 1 nên phương trình (I) 
luôn có nghiệm khi J| < 1. 


Làm tương tự như đối với phương trình (1), ta có 


Nếu ø là một nghiệm của phương trình (I), nghĩa là sinz = m thì 


x=ơ+k2ím 


SINX =7 <© (ke 2). (la) 
Xx=T7—-ứ +k2m 


Ta nói rằng x= z + #2 và x= t— + k2r là hai họ nghiệm của phương 
trình (J). 
Kể từ đây, để cho gọn ta quy ước rằng nếu trong một biểu thức nghiệm của 
phương trình lượng giác có chứa k mà không giải thích gì thêm thì ta hiểu 
rằng k nhận mọi giá trị thuộc Z. Chẳng hạn, x = œ + k2 có nghĩa là x lấy mọi 
giá trị thuộc tập hợp 

{ơ, zx+27ổ, œ+ 4m, œ + 61,...]}. 


Ví dụ 1. Giải các phương trình sau : 


1) ¬.~ 2) sinx = 
Giải 
mì _ A3 
1) Do sin| ~5 ]=— nên 
x=-~+k2r 
: 3 : : [ T] 
Sinx =——— <© sinx =sin| -— | © 
2 3 7 
x=mnr-|->|+k2m 
S 
x=-5 +k2m, 
= 4 
X=-T+k2m 
P) "` .ẻẽ.. P¿ : 
2) Vì 3< LHỒN GÓ SỐ œ để sinz= -. Do đó 
. 2 . . x=ơ+k21, 
SIX =—~ <© SiInx =sinz < L1 
3 xX =Tt— œ + k2. 


21 


3 : : 2 
|H2| Giải phương trình sìn x = _¬ 


Trong mặt phẳng toạ độ, nếu vẽ đồ thị (Œ) của hàm số y = sinx và đường 
thẳng (đ) : y= m thì hoành độ mỗi giao điểm của (đ) và (G) (nếu có) là một 


nghiệm của phương trình sin x = 7. 


IH3| Trên đồ thị hàm số y = sinx (h.1.20), hãy chỉ ra các điểm có hoành độ trong 


; A ". 2 
khoảng (0 ; 5r) là nghiệm của phương trình sinx = 


ế Š 3m 
Xi + 4m 1 + 4m 


Hình I.20 


CHÚ Ý 


1) Khi m e {0 ; +1}, công thức (Ta) có thể viết gọn như sau : 


_— 7U 


sinx = Ï œx=s+kn, 


: 7 
sinx =_—l ©x= = + k21, 
sinx =0 <© x=n. 
2) Dễ thấy rằng với zø cho trước mà lz|<1, phương trình 
: Xa : ¬. UIT: T 
sinx =: có đúng một nghiệm năm trong đoạn |-2 : | Người 
ta thường kí hiệu nghiệm đó là arcsinzz (đọc là ác-sin mm). Khi đó 
- X = arcsinm + k21, 
SIIX =7 ©® : 
X =7— arcsinrm + k21. 
Vậy ở ví dụ I câu 2) có thể viết 
¬- 
x =arcsin— + k2, 


2 3 
\ BE: Đo 


X=7— arcsin5 + k2ï. 
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2. 


3) Từ (1a) ta thấy rằng : Nếu z và là hai số thực thì sin Ø = sinø 
kh và chỉ khi có số nguyên k để /j@=ơœz+k2mx hoặc 


8=n_-ơ+k2n, ke Z. 


Ví dụ 2. Tìm số x thoả mãn phương trình sin(2x — s) = sin lš + +] 


Giải 
2x—=z+x+k2n 
sin| 2x = sin `. <> 
` : đc” =wWe —++x|+È2r 
5_ 5 
271 
..... na Ni 
= 5 = 2 
3x=7r+ k2mn x=a+kS: 
¬.........‹ 2m ` Hị 21 
Vậy các số + cần tìm là XP Thnngg VÀ Xa W=TVK Cố 


Giải phương trình sin2x = sin x. 
Phương trình cosx = 7 
Xét phương trình 


COSX =7, (H) 


trong đó ø là một số cho trước. Hiển nhiên phương trình (II) xác định với mọi 


xe. Dễ thấy rằng : 


Khi | | > 1, phương trình (II) vô nghiệm. 

Khi | m | < I1, phương trình (HH) luôn có 
nghiệm. Để tìm tất cả các nghiệm của (ID, 
trên trục côsin ta lấy điểm H sao cho OH = m. 
Gọi (7) là đường thẳng đi qua H và vuông góc 


với trục côsin (h. 1.21). 


Hình 1.21 


ĐÀ 
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Do lr| < 1 nên đường thẳng (1) cắt đường tròn lượng giác tại hai điểm Mụ 


và Mí„. Hai điểm này đối xứng với nhau qua trục côsin (chúng trùng nhau nếu 
m = +l). Ta thấy số đo của các góc lượng giác (ÓA, OM\) và (ÓA, OM;) 
là tất cả các nghiệm của (II). Nếu ø là số đo của một góc trong chúng, 
nói cách khác, nếu ø là một nghiệm của (II) thì các góc đó có các số đo là 
œ + k2m và —ơ + k2m. Vậy ta có 


Nếu zø là một nghiệm của phương trình (II), nghĩa là cosø = 7 thì 


x=ơ+ k2ï, 


COSX =7? © (Ha) 
x=_—ø + k2ï. 


ĐỊ Sỉ 


IH5| Giải phương trình sau : coSx = — 


CHÚ Ý 
1) Đặc biệt, khi øm e {0 ; +1}, công thức (Ia) có thể viết gọn 
như sau 

cOosx =lÐ <> x=k2n, 


COSx =—l <€© x=7ấ+k2ïn, 


7 
cosx =0  < XS: + kĩ. 


2) Dễ thấy rằng với mọi số cho trước mà | m | < 1, phương trình 
cosx = m có đúng một nghiệm nằm trong đoạn [0 ; |. Người ta 
thường kí hiệu nghiệm đó là arccos ø (đọc là ác-côsin m). Khi đó 

X = arccos + k27, 


COSX =7 <> 
X = -afrccosứm + k21. 


mà cũng thường được viết là x = + arccos7w + k2. 

3) Từ (Ha) ta thấy rằng : Nếu ø và là hai số thực thì cos / = cosø 
khi và chỉ khi có số nguyên k để /j = ø + k2 hoặc /j = -ø + k2, 
k2. 


Hãy giải phương trình cos(2x + 1) = cos(2x - l1). 


Phương trình tan x = 7 


Cho mm là một số tuỳ ý. Xét phương trình 
tanx =m. qm) 

Điều kiện xác định (ĐKXĐ) của phương 
trình (IH) là cosx 4 Ö. 

Ta đã biết, khi x thay đổi, tanx nhận mọi 
giá trị từ —œ đến +œ. Do đó phương trình 
(II) luôn có nghiệm. Để tìm tất cả các 
nghiệm của (IH), trên trục tang, ta lấy 


điểm 7 sao cho AT = mm. Đường thẳng ỚT 
cắt đường tròn lượng giác tại hai điểm ẫM 
và M; (h. 1.22). Ta có Hình 1.22 


tan(OA, OM)) = tan(ÓA, OM¿) = AT =m. 


Gọi số đo của một trong các góc lượng giác (ÓA, OM¡) và (ÓA, OM;) là ø; 
nói cách khác, ø là một nghiệm nào đó của phương trình (HI). Khi đó, các 
góc lượng giác (ÓA, OM)) và (ÓA, OM;) có các số đo là œ + km. Đó là tất cả 
các nghiệm của phương trình (II) (hiển nhiên chúng thoả mãn ĐKXĐ 
của (II)). Vậy ta có 


Nếu z là một nghiệm của phương trình (HI), nghĩa là tanø = 7 thì 


tanx =?ứm <&> x= œ+ k1 (HIa) 


Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 
1) tanx =-—l; 2) tan = 3. 
Giải 


1) Vì —I =tn| =5] nên 


7 
tanx =_—Ïl <> ƒ=. + kĩ. 


Bắc, 


2) Gọi ø là một số mà tanø = 3. Khi đó 


tin ca 6 Ễ =z+Èn © x= 3ø + kần. 


3 3 
(Có thể tìm được một số ø thoả mãn tanz = 3 bằng cách tra bảng số hoặc 
dùng máy tính bỏ túi. Cụ thể là œz~ 1,249). II 


CHÚ Ý 

1) Dễ thấy rằng với mọi số cho trước, phương trình tanx = m có 
đúng một nghiệm nằm trong khoảng [5 : 5 
hiệu nghiệm đó là arctan zz (đọc là ác-tang zn). Khi đó 


} Người ta thường kí 


tanx =ïn <S© x= arcfann + kĩ. 
2) Từ (HHa) ta thấy rằng : Nếu ø và Ø là hai số thực mà tanz, tan/ 
xác định thì tan = tanz khi và chỉ khi có số nguyên k để 
8 =ơ+kïn. 


Giải phương trình tan 2x = tan x. 


4. Phương trình cotx = m 
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Cho ø là một số tuỳ ý, xét phương trình 
COfX =7. (IV) 


ĐKXĐÐ của phương trình (IV) là sinx # 0. Tương tự như đối với phương trình 
tanx =7, ta có 


Nếu ø là một nghiệm của phương trình (TV), nghĩa là cotz= z thì 


COfX =7! <S© x= +. (IVa) 


Ví dụ 4. Giải các phương trình sau : 

l1) cotx =¬a : 2) cot 3x = l. 

Giải 

1) Gọi ø là một số mà cotø = =3 , tức là tanz = -3 (chẳng hạn, bằng bảng số 
hoặc máy tính bỏ túi, ta tìm được z —1,249). Khi đó 


1 
coftx =. S© Y=Ø+Â1 


7 7 7 7 
2) cot3x = l © cot3x=cotL- © 3x= 7 +Ém © x=T; TÊz. LI 


CHÚ Ý 
Dễ thấy rằng với mọi số z cho trước, phương trình cotx = 7 có 


đúng một nghiệm nằm trong khoảng (0 ; 7z). Người ta thường kí 
hiệu nghiệm đó là arccotzz (đọc là ác-côtang m) Khi đó 


COfX =1 €© x= arccOotr + kĩ. 


IH8| Giải phương trình caLÊt = ì = tạng: 


5. Một số điều cần lưu ý 


1) Khi đã cho số z, ta có thể tính được các giá trị arcsin, arccos øw (với |m|< 1), 


¬1 


arctanz: bằng máy tính bỏ túi với các phím sin Ì, cos Ì và tan Ì (xem 


bài đọc thêm trang 30). 
2) arcsin, arccos (với | rm | < 1), arctan?7 và arccotz có giá trị là những 


: ) ".-. TC CA - 
số thực. Do đó ta viết, chăng hạn arctanl = 4 mà không viết arctan1 = 45”. 


3) Khi xét các phương trình lượng giác ta đã coi ẩn số +x là số đo rađian của 
các góc lượng giác. Trên thực tế, ta còn gặp những bài toán yêu cầu tìm số đo 
độ của các góc (cung) lượng giác sao cho sin (côsin, tang hoặc côtang) của 


chúng bằng số m cho trước chẳng hạn sin(x + 20) = ` - Khi giải các 
phương trình này (mà lạm dụng ngôn ngữ, ta vẫn gọi là giải các phương trình 
lượng giác), ta có thể áp dụng các công thức nêu trên và lưu ý sử dụng kí hiệu 
số đo độ trong "công thức nghiệm" cho thống nhất, chẳng hạn viết x = 30” + k360° 
chứ không viết x = 30” + k2m. 

Tuy nhiên, ta quy ước rằng nếu không có giải thích gì thêm hoặc trong 
phương trình lượng giác không sử dụng đơn vị đo góc là độ thì mặc nhiên ẩn 
số là số đo rađian của góc lượng giác. 


v3 


Ví dụ 5. Giải phương trình sin(x + 20”) = vs” 


Si 


Giải 
DO 


Vì = sin60° nên 
sin(x + 20) = ` © sin(x + 20”) = sin60° 


x+20”°=60° +k3607 ¿0| 40° + 360” 
x+207 =1807-60°+k360° x=100° +£360° 


Giải các phương trình sau : 


1) cos(3x — 15”) = s : 2) tan 5x = tan 25°. 


âu hủi và hài tập 


14. Giải các phương trình sau : 


k2 


: ".‹ 
a) sin4x = sin : 


2 
€) cosŠ =cosA/2 ; đ) cos .. _-Ã. 
CN 18] 5 


Œ 
"—/ 
l2) 
. 
=) 
z.N 

"* 
ta| + 
¬ 
XÃ = — 
| 
— 


15. a) Vẽ đồ thị của hàm số y = sinx rồi chỉ ra trên đồ thị đó các điểm có hoành 


độ thuộc khoảng (—m : 4m) là nghiệm của mỗi phương trình sau 


v3 


l1) sinx = ME : 2)sinx =1; 


b) Cũng câu hỏi tương tự cho hàm số y = cosx đối với mỗi phương trình sau 


De0sx =2 ; 2)cosx =-—]. 


16. Tìm nghiệm của các phương trình sau trong khoảng đã cho 
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1 
a) sin 2x = —2 với <x<7t; 


v3 


b) cos(đx— 5)= 2 VỚI —71L< X <1. 


17. Số giờ có ánh sáng mặt trời của một thành phố A ở vĩ độ 40” bắc trong ngày 
thứ 7 của một năm không nhuận được cho bởi hàm số 
1 


đŒ@) = 3 si Tế 


(r=80) +12 với /e Zvà0<<365. 


a) Thành phố A có đúng 12 giờ có ánh sáng mặt trời vào ngày nào trong năm ? 
b) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có ít giờ có ánh sáng mặt trời nhất ? 
c) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có nhiều giờ có ánh sáng mặt 
trời nhất ? 


18. Giải các phương trình sau 


a) tan 3x = An : b) tan(xT— 15) =5; 

c) tan(2x- l)= v3 ; d) cot 2x = coi[= 3] : 
T _ 20t 

©) caLT + 20 =-3 l Ù cof 3x = lan — - 


19. a) Vẽ đồ thị của hàm số y = tanx rồi chỉ ra trên đồ thị đó các điểm có hoành 


độ thuộc khoảng (—zr ; z) là nghiệm của mỗi phương trình sau 
1) tanx =—l; 2)tanx =0; 
b) Cũng câu hỏi tương tự cho hàm số y = cot x và cho mỗi phương trình sau 
l) cotx = h , 2) cotx = I. 
20. Tìm nghiệm của các phương trình sau trên khoảng đã cho 


a) tan(2x— 15”)=1 với -180°<x< 90”; 


)... =5 <x<0. 


v3 
21. Khi giải phương trình tanx = kÀ (3, bạn Phương nhận thấy +3 = ta = 3] 
và VIẾt 


tan+x t1 <© tanx = an|= 3] <© x=-. + kĩ. 
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Cũng phương trình đó, bạn Quyên lấy -3 = = nên giải như sau : 


tan x =-+43 <© tanx =un © x= = + K7. 


Theo em, ai giải đúng, ai giải sai ? 

22. Tính các góc của tam giác ABC, biết AB = J2 cm, AC = Tri cm và đường cao 
AH = Icm. (Gợi ý : Xét trường hợp B, € nằm khác phía đối với H và trường 
hợp B, C nằm cùng phía đối với HH). 


Bài đọc thêm 
DÙNG MÁY TÍNH BỎ TÚI ĐỂ TÌM MỘT GÓC 
KHI BIẾT MỘT GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA NÓ 


Các phím sin !, cos Ì và tan ! của máy tính bỏ túi CASIO ƒx - 500MS được dùng để 
tìm số đo (độ hoặc rađian) của một góc khi biết một trong các giá trị lượng giác của 
nó. Muốn thế đối với máy tính CASIO ƒx - 500MS ta thực hiện hai bước sau : 

Bước 1. Ấn định đơn vị đo góc (độ hoặc rađian). 
Muốn tìm số đo độ, ta ấn MODE| MODE] MODE 
màn hình xuất hiện chữ nhỏ [3. 


Muốn tìm số đo rađian, ta ấn MODE| MODE| MODE 
màn hình xuất hiện chữ nhỏ [. 


. Lúc này dòng trên cùng của 


nh 


. Lúc này dòng trên cùng của 


Bước 2. Tìm số đo góc. 


Khi biết sin, côsin hay tang của góc ø cần tìm bằng z, ta lần lượt ấn phím |SHIFT], và 


một trong các phím kin l cos lÍ tan !| rồi nhập giá trị lượng giác z và cuối cùng ấn 


phím | = |. Lúc này, trên màn hình cho kết quả là số đo của góc z (độ hay rađian tuỳ 
theo bước I1). 


CHÚ Ý 


1 


1) Ở chế độ số đo rađian, các phím sin !, cos ! cho kết quả (khi |m| < 1) là 


arcsin m , arccos r ; phím tan ' cho kết quả là arctan m. 

2) Ở chế độ số đo độ, các phím sin Ì và tan ' cho kết quả là số đo góc øz từ 
-00° đến 90° ; phím cos cho kết quả là số đo góc ø từ 0° đến 180°. Các 
kết quả ấy được hiển thị dưới dạng số thập phân, chẳng hạn 7,065272931°. 
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Ví dụ 1. Để tìm số đo độ của góc ø khi biết sinz = — 0,5, ta lần lượt ấn 


MODE| MODEI [MODR] [| SHIFT| sin ÌÌ -0,5 [= 
`" — ` =a_—Ừ 
Bước † Bước 2 


Trên màn hình hiện kết quả -30, nghĩa là øz = -30”. 


Ví dụ 2. Để tìm số đo độ của góc ø khi biết sinzø = 0,123, ta lần lượt ấn 


MODEI MODEI MODEI [I| SHIFT] sin Ì 0,123 |= 
¬———_ ` ————y————Ừ 


Bước † Bước 2 


Trên màn hình hiện kết quả 7.065272931, nghĩa là z ~ 7,065272931”. Muốn đưa kết 
quả này về dạng độ-phút-giây, ta ấn tiếp 


SHIFT||Š” 


Trên màn hình hiện kết quả 7“3“54.98, nghĩa là zx~ 73'54,98" ~ 7°3'55". 


Ví dụ 3. Để tìm số đo rađian của góc ø khi biết tanz = x3 - 1, ta lần lượt ấn 


MODE] MODEI MODEI [2| SHIETj tan !|[q V 3[-]1 DỊ[= 


Bước † Bước 2 


Trên màn hình hiện kết quả 0.631914312, đó là giá trị gần đúng của arctan(2/3 - I). 


Luyện lập 
23. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 
l—cosx sin(x — 2) 
=“— b)y= TC TT ý 
8)} 2sinx + 42 )3 COS2X — COSX 
tanx 1 
G3 Gô RE TETESE- 5) hông HP-XOEOPDð 
l+tanx !3cot2x + I 


24. Giả sử một con tàu vũ trụ được phóng lên từ mũi Ca-na-vơ-ran (Canaveral) 
ở MI. Nó chuyển động theo một quỹ đạo được mô tả trên một bản đồ phẳng 
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25. Một chiếc guồng nước có dạng hình tròn bán 


(quanh đường xích đạo) của mặt đất 
như hình 1.23 : điểm #M⁄ mô tả cho 
con tàu, đường thẳng A mô tả cho 
đường xích đạo. Khoảng cách 
(kilômet) từ Ä⁄ đến A được tính theo 
công thức h = |dl, trong đó 


Hị 
đ = 4000 cos| —|r —- 10]†, 
Lãt ) Hình 1.23 


với (phút) là thời gian trôi qua kể từ khi con tàu đi vào quỹ đạo, đ > 0 nếu M 
ở phía trên A, đ < 0 nếu Ä⁄ ở phía dưới A. 

a) Giả thiết rằng con tàu đi vào quỹ đạo ngay từ khi phóng lên tại mũi Ca-na-vơ-ran 
(tức là ứng với z = 0). Hãy tính khoảng cách từ điểm Œ đến đường thăng A, trong 
đó C là điểm trên bản đồ biểu diễn cho mũi Ca-na-vơ-ran. 

b) Tìm thời điểm sớm nhất sau khi con tàu đi vào quỹ đạo để có Z = 2000. 

c) Tìm thời điểm sớm nhất sau khi con tàu đi vào quỹ đạo để có đ = —1236. 


(Tính chính xác các kết quả đến hàng phần nghìn). 


kính 2,5m ; trục của nó đặt cách mặt nước 
2m (h. 1.24). Khi guồng quay đều, khoảng 
cách ?h (mét) từ một chiếc gầu gắn tại điểm A 
của guồng đến mặt nước được tính theo công 
thức  = ly l, trong đó 


y=2+2,5 vn 2| + . | › Hình 1.24 


với x là thời gian quay của guồng (x > 0), tính bằng phút ; ta quy ước rằng y > 0 
khi gầu ở bên trên mặt nước và y < 0 khi gầu ở dưới nước (xem bài đọc thêm 
về dao động điều hoà trang 15). Hỏi : 

a) Khi nào thì chiếc gầu ở vị trí thấp nhất ? 

b) Khi nào thì chiếc gầu ở vị trí cao nhất ? 


c) Chiếc gầu cách mặt nước 2m lần đầu tiên khi nào ? 


26. Dùng công thức biến đổi tổng thành tích, giải các phương trình sau : 
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a) cOs 3x = sin2x ; b) sin(x — 120”) — cos 2x = 0. 


N LƯỢNG GIÁC ĐƠN GIẢN 


mạng ———— 77c 


1. Phương trình bậc nhất và bậc hai đối với một hàm số lượng giác 


5 MỘT SỐ DẠNG PHƯƠNG TRÌNH 


Trong mục này, ta xét các phương trình có dạng như : X3tan2x + 3 =0 
(phương trình bậc nhất đối với tan2x), hay 2sin” x + 5sinx - 3=0 
(phương trình bậc hai đối với sin x),.... 


Để giải các phương trình dạng này, ta chọn một biểu thức lượng giác thích 
hợp có mặt trong phương trình làm ẩn phụ và quy về phương trình bậc nhất 
hoặc bậc hai đối với ẩn phụ đó (có thể nêu hoặc không nêu kí hiệu ẩn phụ). 


a) Phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác 

Ví dụ 1. Giải các phương trình sau : 

1) 43tan2y+3=0; 2) cos(x + 309) + 2cos7 159 =1. 
Giải 

l) 13 tan 2x + 3 =0 © tan2x= c, © tan2x=—x/3 >tan2x= tan =5] 


J3 3 


TU TU TU 
— nh + k7 <© LOAN” Mộ 


2) Để ý rằng : I — 2cos” 15° = — cos30° = cos150°, ta có 


cos(x + 309) + 2cos” 159 = 1 © cos(x + 309) =1 — 2cos” 15° 


+ 302 = 1502 + k360° 
© cos(x + 30”) = cos150° ` 
x+30° =-150° + #3602 


x =120° + k360” 
x =-180” + £360”. 
Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là x=120?®+36ó0” và 
x=-180°+260? (riêng họ nghiệm thứ hai cũng có thể viết là 
x =180Ẻ + k360°). L 
SE) 


b) Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác 
Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 


1) 2sin“x + 5sinx -3= 0; 2) cot” 3x — cot3x — 2 =0. 

Giải 

1) Đặt sinx = / (với | ? | < 1), ta được phương trình 2 + 5t— 3 =0. Phương 
trình này có hai nghiệm là /¡ = -3 và í; = 5 „ trong đó /¡ bị loại do không thoả 


mãn điều kiện | £ |< 1. Do đó 


2sin“x + 5sinx -3=0 © sinx = 5 
: x› 
© sinx= sim = 
: à _ . tạ 7 $ hy 
Vậy phương trình đã cho có các nghiệm +x = 5 + k27m Và x = Noi + k2m. 


2) Đặt cot3x = /, ta có phương trình /? =r—2=0. Phương trình này có hai 
nghiệm là 7 = — I và  = 2. Do đó 


2 cot3x = - Ì, 
cot“ 3x — cot3x — 2 =Ú < 
cot3x = 2. 
"- he ke pc 
có 3x=-T-+kn me : 3 
3x = arccot 2+ k1 % = qarccot2+ kệ 
Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 
¬....=.. LI 


IH]| Giải phương trình 4cosˆx — 2 (I + v2) cosx + 4/2 =0. 


Ví dụ 3. Giải phương trình 2cos 2x + 2cosx — 42 =0. 
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2. 


Giải 
2cos2x + 2cosx - V2 =0 © 2(2cos2x— l)+ 2cosx — v2 =0 


COSX = —— 
©> 4cos”x + 2cosx —(2+ 42)=0 c© 


đề. È59 2 2 2s) s00 3 6n bản Su E 

=8 “. j”.' 
+42 „ . . l+2 
vô nghiệm vì — 


(phương trình cosx = == 2 2 
+ 


< -]). 
Kết luận : Phương trình đã cho có các nghiệm là x = 2 + k2n. II 


|H2| Giải phương trình 5tanx - 2cotx - 3 = 0 rồi biểu diễn các nghiệm trên 
đường tròn lượng giác. 
Phương trình bậc nhất đối với sỉn x và cos+x 
Trong mục này, chúng ta sẽ nghiên cứu cách giải các phương trình dạng 
a sinx + bCOSX =€, 


trong đó z, b và c là những số đã cho với ø khác 0 hoặc b khác 0. Chúng được 
gọi là phương trình bậc nhất đối với sỉin x và cosx. 


Sử dụng đẳng thức sinx + cosv = ^J2 sin Ề + 3) , hãy giải phương trình sinx + cos x = ]. 


Để giải phương trình asinx + bcosx = c (a, b khác 0) ta biến đổi biểu thức 


asinx + Dcosx thành dạng Csin(x + ø) hoặc dạng Ccos(x + ?) (C, ơ, 7 
là những hằng số). 
Ví dụ 4. Giải phương trình 

A3sin x - cosx =1. (1) 
Giải 
Ta có 


!3sin x — COSX = 2| ÊnvS1ens) = 2[sinxcosE =cos xsin = ] 


: 7U 
=2sn|x =£]| 
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TU 
x-==>~+k2r _ 17 
c© 6 c In: th gc, IR 
X~Gœ= +k2n x=+ k2m 


Một cách tổng quát ta có thể biến đổi biểu thức zsinx + Đcosx = c (ø và b 


khác 0) thành dạng Csin(x + 2) = c như sau : 


asinx + bcosx = xô” +bˆ 


Do 


SIIx + cos x |. 


b 
N +?” 


a 
Na? +}ˆ 


2 2 


Ân..." 


Jlử”+bˆ lở” #”” 


nên điểm Mí với toa độ 


ạ : b R 


trên đường tròn lượng giác 


(xem cách dựng điểm jM trong 
hình 1.25). Hình 1.25 


^A ⁄ ^ hs qa ` . b 
Vậy có số œ để cosz#= ————— và sinz = 


Na? +? va? +7” | 


Từ đó ta có 


asinx +coSx = Ti g + bF (cosøz sinx + sinø cos +) = Na? +b sin(x + #). 


Bằng cách biến đổi như thế, việc giải phương trình asinx + Đcosx = c được 


Ẻ 
Na? +b7 


đưa về giải phương trình lượng giác cơ bản sin(x + 2) = 


CHÚ Ý 
z ° ki . ưa 
Nếu trong phép biến đối trên, ta chọn số Ø để sin / = —————, 
Na” + bˆ 


cos Ø = 20c thì ta có 
a2 +b 
asinx +bcosx = Va” + bỂ cos(x — 8). 
Ví dụ 5. Giải phương trình 


2sin3x + 15 cos 3x = —3. (2) 
Giải 
Ta có 

2sin 3x + 5 cos 3x= V2” + (5ˆ lim 3x+ Son 
= 3(sin đsin3x + cos đcos 3x), 

trong đó sinØ= : và cos/= c 
Dođó (2) © 3cos3x-/Ø)=-3  <> cos3x- /Ø)=-l 

© 3+⁄-Ø=r+k2n c ¬.. IR 


Với giá trị nào của m thì phương trình 2sin3x + ¬|5 cos3x = m có nghiệm ? 


Phương trình thuần nhất bậc hai đối với sỉnx và c0sx 
Trong mục này, chúng ta sẽ nghiên cứu cách giải phương trình dạng 

asinˆx + bsỉny cosx + ccos”x= 0, 
trong đó ¿, b và c là những số đã cho, với ø # 0 hoặc b z 0 hoặc c # 0. Chúng 
được gọi là phương trình thuần nhất bậc hai đối với sin x và cosx. 
Để giải phương trình dạng này, ta chia hai vế cho COS”Y (với điều kiện 
cosx # 0) để đưa về phương trình đối với tan x, hoặc chia hai vế cho sin”x 
(với điều kiện sin x # 0) để đưa về phương trình đối với cotx . 
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Ví dụ 6. Giải phương trình 
4sinˆx — 5sin xcosx — 6cos^x = 0. (3) 
Giải 
Khi cosx = 0 thì sinx = +l nên dễ thấy các giá trị của x mà cosx = 0 không 
phải là nghiệm của (3). 
Vậy chia hai vế của (3) cho COS“Y, ta được phương trình tương đương 
sin” x SInX 


EU” 3 6=0. 
COS x COS.X 


Do đó 
tan x = 2, 


3) © 4tanx-5tanx-6=0<© 3 
tan x = _-ï 


# = arctan2 + k7 


Vậy các nghiệm của phương trình (3) là 


x=arctan2 + kmx4 và x= aoin ~ 3) + kĩ L 


|H5| Giải phương trình (3) bằng cách chia hai vế cho sinˆx. 
Nhận xét 


1) Phương trình asin°x + bsinxeosx + ecos“x =0 khi =0 hoặc c=0 
có thể được giải gọn hơn bằng cách đưa về phương trình tích. Chẳng hạn, đối 
với phương trình x3 sin” x — sin xcosx =0, ta có 


V3sin? # — Sinxcosxz =0 < sin x(3sin x — COSx) = 0. 
2) Đối với phương trình 


"- : ø) Sản in. 
asinx + bsinx cosx +ecos“x=d(a,b,c,dcelR,a+b+c z0) (4) 


ta có thể quy về giải phương trình thuần nhất bậc hai đối với sinx và cosx 


bằng cách viết đ dưới dạng đ= d(sin“x + cos”x). 


4. 


kÃ ^Z z* ` ° * 2 ⁄ Ứs 
Chăng hạn, đối với phương trình 2sinˆx — 5sinx coSv — cos^v = —2, ta có thể 
làm như sau : 
: : 2 
2sinˆx — 5sinxycosx — cos”x = —2 
: : >2 9) 
© 2sinˆv — 5sinxcosx — cos”x =—2 (sIn“x + cos“x) 
© 4sin^x — 5sinvcos.v + cos^v = 0. 
Ngoài ra ta cũng có thể quy phương trình (4) về phương trình bậc nhất đối với 
sin2x và cos2x bằng cách sử dụng các công thức hạ bậc và công thức nhân đôi : 
2sin“x = Ì — cos 2x, 2cos2x= l + cos 2x, 2sIIxCOSX =sIn2x. 
Chẳng hạn, 
0/2 : 2 
2sin“x — 5SInx €cOSX — COS“x = —2 


<©(l-cos2y)— 3 sIn2x — 5 (1 + cos 2x) =—2 


<= 3cos 2x + 5sin 2x = 5. 


H6|[ Giải phương trình sin”x — A3 sin xeos x + 2cos”x = 1 bằng hai cách đã nêu trên. 


Một số ví dụ khác 
Thực tế, chúng ta còn gặp nhiều phương trình lượng giác mà khi giải cần 
phải thực hiện các phép biến đổi lượng giác thích hợp để đưa chúng về các 
phương trình dạng quen thuộc. Trong mục này, chúng ta chỉ nêu một số ví dụ 
đơn giản. 
Ví dụ 7. Giải phương trình 

sin 2x sin 5x = sin 3x sin 4+. (4) 
Giải 
Sử dụng công thức biến đổi tích thành tổng, ta có 


|| J 
(4) <© 7 (cos3x — cos7x) = 5 (COSx — cOS 7x) 


X = k1 
© cos3x=cosx <> 3x= +v + k2n © m 
SG 227i 


đà 
2 


2 + 1U N 2 S. Ả z ¬.= 
thấy họ nghiệm x = k5 bao gồm cả họ nghiệm x= kœ nên có thể nói 


Kết luận : Phương trình đã cho có các nghiệm là x = &œ và x=k~-: (Dễ 


phương trình (4) có các nghiệm là x = kỹ }: IR| 
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Ví dụ 8. Để giải phương trình 

sin“x + sin "3x = 2sin”2x, (5) 
ta có thể sử dụng công thức hạ bậc và công thức biến đổi tổng thành tích. 
Cụ thể ta có 


l-cos2x l—-cosÓx 


S) <© — n. =l_-cos4x 
<© cos2x + cos6x = 2cos4x <> 2cos 4x cos 2x — 2cos 4x = Ö 
<© 2cos4+z (cos 2x — l)=0. (6) 


Giải tiếp phương trình (6) rồi kết luận về nghiệm của phương trình (5). 
Chú ý rằng khi giải phương trình lượng giác, ta cần lưu ý đến điều kiện xác 
định của nó để loại bỏ các nghiệm ngoại lai. 
Ví dụ 9. Giải phương trình tan 3x = tan +x. 
Giải 
Với điều kiện cos 3x # 0 và cosx # Ö, ta có 
tan3x ==tanx <> 3x=x + k7 © X=kc- 
Để là nghiệm của phương trình đã cho, các 
giá trị kŠ của x còn phải thoả mãn các điều 


kiện cos 3x # 0 và cosx # 0. Để kiểm tra các 
điều kiện này, ta có thể làm như sau : Các 


giá trị x = kS gồm có bốn họ (h. 1.26) : 
(A):x=k2ma (ứng với điểm A); 


(B):x= 5 + k2 (ứng với điểm B) ; 


(A):x=z+ k2r (ứng với điểm A); 
7 
2 
Bằng cách thử trực tiếp, dễ thấy các họ (4) và (A') thoả mãn, còn () và 
(PB) không thoả mãn các điều kiện cos 3x # 0 và cosx # 0. Vậy phương trình 
tan 3x = tanx có các nghiệm là x = 4 + k2 và x = k2mœ (hay còn có thể viết 
gọn là x = kn). II 


Giải phương trình cot2x = co ¬ # gi 


Hình 1.26 


(B):x=— ~ +k2r (ứng với điểm B'). 


0âu hủi và hài tập 


27. Giải các phương trình sau : 
a) 2cosx - A3 =0; b) V3tan3x— 3= 0; 
c) (sinx + 1)(2cos2x— V2 ) =0. 

28. Giải các phương trình sau : 
a) 2cosˆx — 3cos x +1=0; b) COSx + sỉnx +1=0; 
c) X3 tan x— (1+3 )tanx +1=0. 


29. Giải các phương trình sau trên khoảng đã cho rồi dùng bảng số hoặc máy tính 
bỏ túi để tính gần đúng nghiệm của chúng (tính chính xác đến hàng phần 


trăm) : 


a) 3cos 2x + 10sinx + l =0 trên [- 2i 


\= 


b) 4cos 2x + 3 = Ö trên [o7]: 


c) cot x — 3cotx —10 = 0 trên (0; m) ; 


TL 7 
d) 5—3t =0 trên| -—;~— |. 
) 5—3tan3x=0 HỆ 1) 


30. Giải các phương trình sau : 
a) 3cosx + 4sinx =—5; 
b) 2sin2x — 2cos 2x = Ti : 
c) 5sin 2x — 6cosˆx = 13. 


31. Một vật nặng treo bởi một chiếc lò xo, 


chuyển động lên xuống qua vị trí cân bằng >s 
3 z ` A Z A⁄ . ` ® h 

(h. Tấn Khoảng sánh h từ vật đó đến vị Vị trícảnbằng È2 

trí cân bằng ở thời điểm ứ giây được tính x2 

theo công thức ? = | đ | trong đó B. 


đ = 5sin 6ï — 4cos Óf, 


Hình 1.27 
41 


32. 


343. 


34. 


kh 


3ó. 
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với đ được tính bằng xentimet, ta quy ước rằng đ > 0 khi vật ở phía trên vị trí 


cân bằng, đ < 0 khi vật ở phía dưới vị trí cân bằng. Hỏi : 


a) Ở vào thời điểm nào trong Ï giây đầu tiên, vật ở vị trí cân bằng ? 


b) Ở vào thời điểm nào trong 1 giây đầu tiên, vật ở xa vị trí cân bằng nhất ? 


| 
Tính chính xác đến —— giây). 
(Tính chính xác đến 100 giây) 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của mỗi biểu thức sau : 


a) asinx + bcosx (ø và b là hằng số, a” + bˆ #0) ; 


=- : 2 
b) sin“x + sinxcosx + 3cOs“x ; 


c) Asin“x+ Bsinx cosx + Ccos2x (A, B và C là hằng số). 


Giải các phương trình sau : 


2 2 
a) 2sinˆx + 3A3 sinx cosx — cosx=4; 


b) 3sinˆx + 4sin 2x + (84/3 — 9)cosx =0; 


: : 1 
c) sinˆx + sin 2x — 2cos”x = 2` 


Sử dụng công thức biến đổi tổng thành tích hoặc tích thành tổng để giải các 


phương trình sau : 


a) COSX COS 5# = cOS 2x cOS 4X ; 


€) sin 2x + sin 4x = sin 6x ; 


b) cos 5x sin 4x = cos 3x sIn 2x ; 


d) sinx + sin 2x = co0Sx + cOS 2x. 


Dùng công thức hạ bậc để giải các phương trình sau : 


a) sinˆ4x + sin 3x = sin 2x + sinˆx : 
2 2 5) 2 
b) cos“x + cos“2x + cos“3x + cos“4x = 2. 
Giải các phương trình sau : 
X 
a) tan = tanx ; 


c) (I —tanx)(I +sin2*x) = l +tanx ; 


e) tanx + cot 2x = 2cot4+. 


b) tan(2x + 10”) + cotx =0; 


đ) tanx + tan 2x = sin3x coS x ; 


Bài đọc thêm 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


e Trước hết, ta xét bài toán sau : 

Hàng ngày, mực nước của một con kênh lên xuống theo thuỷ triều. Độ sâu h (mét) 
của mực nước trong kênh tính theo thời gian r (giờ) Nhà cj một ngày ` << 24) cho 
bồi công thức : dc: - 


h= Xa g9 ) + 12. 


Hỏi tàu lớn có thể qua lại trên kênh 
trong khoảng thời gian nào trong 
ngày, biết rằng tàu lớn chỉ có thể đi 
được qua kênh khi độ sâu của nước 
là trên 11 mét ? 


Để giải bài toán này, ta phải tìm các giá trị của (0 < ; < 24) thoả mãn 
3cos mai +12>II. (1) 
Như vậy, ta phải giải bất phương trình (1). Đó là một bất phương trình lượng giác. 


`. Ề 1 : 
Dê thấy (1) tương đương với bất phương trình eo 11] > = ; và nếu đặt 


= h +] thì bất phương trình này có dạng 


1 
KIẾP 2 
COSX > 3 (2) 


e Nói chung, việc giải một bất phương trình lượng giác được quy về giải các bất 
phương trình lượng giác có một trong các dạng 

ƒ&) <m, ƒ() 3> m, ƒ(x) >m. ƒ(x) <S m, (3) 
trong đó m là một số cho trước, /{x) là sinx, cosx, tanx hoặc cotx. Các bất phương 
trình này gọi là các bất phương trình lượng giác cơ bản. 


e Dựa vào tính chất tuần hoàn của các hàm số lượng giác, ta có thể giải một bất 
phương trình lượng giác cơ bản dạng (3) theo hai bước sau : 


- Bước 1. Tìm nghiệm của bất phương trình trên một đoạn bất kì nào đó, chỉ cần 
đoạn đó có độ dài bằng chu kì của hàm số y = ƒ(x). Bước này có thể thực hiện bằng 
cách sử dụng đồ thị hoặc đường tròn lượng giác (xem ví dụ 1). 
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- Bước 2. Mỏ rộng kết quả lên toàn trục số bằng cách tịnh tiến miền nghiệm thu 
được ở bước 1 sang phải, sang trái những đoạn có độ dài bằng bội nguyên dương 
của chu kì. Bước này có thể tiến hành dựa vào nhận xét sau : 
Cho y = ƒfx) là hàm số tuần hoàn với chu kì T. Nếu bất phương trình ƒ(x) < m (hoặc 
ƒx) > m, ƒ{x) > m, ƒ{x) < m) nghiệm đúng với mọi x thuộc khoảng (a ; b) thì bất 
phương trình đó cũng nghiệm đúng với mọi x thuộc mỗi khoảng (a + KT ; b + KT), 
ke2. 
Ví dụ 1. Giải bất phương trình 

tan x< 1. (4) 
Phương pháp giải như sau : 
Bước 1. Hàm số y = tanx là hàm số tuần hoàn với chu kì x nên trước hết ta tìm 


nghiệm của (4) trên một đoạn có độ dài 7, chẳng hạn trên đoạn I-š : | . Có hai cách : 
Cách 1 (sử dụng đồ thị). Trên cùng một mặt phẳng toạ độ, ta vẽ đồ thị của hàm số 


2.2 
đoạn ấy, bất phương trình tanx < 1 có nghiệm là 


y = tanx trên đoạn xa Ji] và đường thẳng y = 1 (h. 1.28). Từ đó, dễ thấy trên 


-5 <x ` (5) 


Hình 1.28 Hình 1.29 


Cách 2 (sử dụng đường tròn lượng giác). Trên trục tang, chọn điểm sao cho AD =1. 
Đường thẳng Ø7 cắt đường tròn lượng giác tại M¡ và M; (h. 1.29). Để xác định 


7L ` 

ý Tế 9. 
phải trục tung. Dễ thấy rằng nghiệm của bất phương trình tanx < 1 là số đo radian 
của các cung lượng giác (trên nửa đường tròn đang xét) có điểm cuối M thuộc cung 
Tm 

Hà 


nghiệm của bất phương trình trên đoạn I-ễ ;| ta chỉ chú ý nửa đường tròn bên 


tròn B'AM) . QUY ra ¬ <#< 


Bước 2. Sử dụng nhận xét trên, ta suy ra nghiệm của bất phương trình tan x < 1 là 


KỊ9 
5 +Ắn << ^ +Ăm, IR 


Ví dụ 2. Giải bất phương trình (2) : 
COSx >——~- 
J3 

Giải 
Vì hàm số y = cosx tuần hoàn với chu kì 2x nên 
trước hết ta tìm nghiệm của (2) trên đoạn [—m ; n]. 

2 m¬rr || 
Trên trục côsin, ta chọn điểm H sao cho OH = = 


Gọi M¡ và M› là hai giao điểm của đường tròn lượng 
giác với đường thẳng đi qua # và vuông góc với 
trục côsin (h. 1.30). Dễ thấy rằng nghiệm của 
bất phương trình (2) là số đo radian của các cung lượng 


giác có điểm cuối M thuộc cung tròn M⁄;AM;. Hình 1.30 
Gọi z là số đo rađian của cung tròn ABM; 
(0 < z<7 Và cosứ = = ; dùng máy tính, ta tính được øzx 1,911). Khi đó, trên đoạn 


[-r ; x], bất phương trình (2) có nghiệm là -ø< x < øZ. 
Mở rộng kết quả này lên toàn trục số, ta được tất cả các nghiệm của (2) là 

—øđ + k2mØô<x < œ+ k2r (với œ 1,911). IR 
Ví dụ 3. Giải bất phương trình 

sinx >0,5. 

Giải 
Vì hàm số y = sinx tuần hoàn với chu kì 2m 
nên trước hết ta tìm nghiệm của (6) trên đoạn 
[0 ; 2x]. Trên đoạn ấy, bất phương trình sinx > 0,5 


có nghiệm là ° <x< _ (h. 1.31). (Có thể 


sử dụng một trong hai cách nêu trên để suy ra 
kết quả này). Do đó 


N05 R +2n<x< = +k2n. 


Hình 1.31 
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Luyện tận 


37. Mùa xuân ở Hội Lim (tỉnh Bắc Ninh) thường có trò chơi đu. Khi người chơi 


38. 


39. 


40. 
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đu nhún đều, cây đu sẽ đưa người chơi đu dao động qua lại vị trí cân bằng. 
Nghiên cứu trò chơi này, người ta thấy khoảng cách (tính bằng mét) từ 
người chơi đu đến vị trí cân bằng (h. 1.32) được biểu diễn qua thời gian í ( > 0 
T 
3 
ta quy ước rằng đ > 0 khi vị trí cân bằng ở về phía sau lưng người chơi đu và 
đ < Ö trong trường hợp trái lại. 


và được tính bằng giây) bởi hệ thức  = ldl với đ = Aeox| (2:— 0| trong đó 


Hình 1.32 


a) Tìm các thời điểm trong vòng 2 giây đầu tiên mà người chơi đu ở xa vị trí 
cân bằng nhất. 


b) Tìm các thời điểm trong vòng 2 giây đầu tiên mà người chơi đu cách vị trí 


cân bằng 2 mét (tính chính xác đến T08 giây). 
Giải các phương trình sau : 
a) cosˆx — 3sin“x = 0 : b) (anx + cotv)“ — (tanx +cotx)= 2; 


: . 2X 
€) SInx + sin” 5 =0,5. 


Chứng minh rằng các phương trình sau đây vô nghiệm : 

a) sinx — 2cOsx = 3; b) 5sin2x + sinx +cosx +6=0. 

Hướng dẫn b) : Đặt sinx + cosx = f. 

Tìm các nghiệm của mỗi phương trình sau trong khoảng đã cho (khi cần tính 


gần đúng thì tính chính xác đến _ giây) : 


a) 2sin^x — 3eosx = 2, 0°®< x<360”; 

b) tanx +2cotx =3, 180” < x <3607. 
41. Giải các phương trình sau : 

a) 3sinˆx — sỉn 2x ~ cos7x = 0 : 

b) 3sin72x — sIn 2x cos 2x — 4cos”2x =2. 

c) 2sin^x + 3 t3 )§InX COSX + (\W3= 1)cos^x =_-. 
42. Giải các phương trình sau : 

a) sinx + sin2x + sin 3x = cosx + cos 2x + coS 3x ; 

b) sinx = 42 sin 5x T— COSX ; 


mm..." 
sin2v cos2x sin4x” 
cos2x 


d) sinx +cosx = ————_-. 
l-sin2x 


0âu hủi và hài tập ôn tập chương l 


43. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai 2 
a) Các hàm số y = sinx, y= cosx có cùng tập xác định. 
b) Các hàm số y = tanx, y = cotx có cùng tập xác định. 
c) Các hàm số y = sinx, y = tanx là những hàm số lẻ. 
d) Các hàm số y = cos+x, y = cotx là những hàm số chắn. 
: : ÂÖ k  uả 3 : s 
e) Các hàm số y = sinx, y = cosx cùng nghịch biến trên khoảng l5 : 3 : 
8) Hàm số y = cosx nghịch biến trên khoảng (—27r ; —7). 
ø) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = tanx đồng biến thì hàm số y = cotx 
nghịch biến. 
44. Xét hàm số y = ƒ{x) = sin 7x. 
a) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên chắn mø ta có x + m) = ƒ©) với mọi x. 
b) Lập bảng biến thiên của hàm số trên đoạn [—l ; I]. 
c) Vẽ đồ thị của hàm số đó. 
45. Đưa các biểu thức sau về dạng Csin(x + 2) : 


: 7 II 
a) sinx +ian COSX ;¡ b) tan SINx + COSX. 
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4ó. 


47. 


48. 


49. 


50. 


S1. 


52. 
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Giải các phương trình sau : 


a) sn|x=S) = cos 2x ; b) t(2x + 459] an t0 -Š) Ì 


€) cOS2x — sinx=0 : đ) 5tanx — 2cotx =3. 
Giải các phương trình sau : 


: : 1 
a) sin2x + sin x= 2 ; 


`. : 2 
b) 2sinˆx + 3sinx cosx + cos 0 


2x 


. 2 .X . 
€) sin“ — + sinx— 2cos“ — 
) 2 2 


x=0; 
1 
5- 
j LẠ) kg _+® V3—1 
a) Chứng minh răng sin IDNSIEESDA 
b) Giải phương trình 2sinx — 2cosx = Í — v3 bằng cách biến đổi vế trái về 
dạng Csin(x + Ø). 


c) Giải phương trình 2sinx — 2cosx = | — v3 bằng cách bình phương hai vế. 


Giải phương trình 
l+cos2x  sIin2x 
cosx — l—cos2x 
TƯ) 3 
SIN” x + COS” X 
Cho phương trình = C0521. 


2coS+x — sinx 
7U 


2 + km nghiệm đúng phương trình. 


a) Chứng minh rằng x = 


b) Giải phương trình bằng cách đặt tan x = / (khi x # 5 + k1). 


Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong các bài từ 5l đến 63, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 
Giá trị lớn nhất của biểu thức sin" x + cos” x là 


l 
(A)0; (B)1; (CO) 2; Œ) - 
Giá trị bé nhất của biểu thức sin x + vn|x + =] là 


NEỆ 


(A)-2; (B) — (CO)-1; (D)0. 


Sạc 


54. 


So: 


S6. 


ÐJÃ 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


Tập giá trị của hàm số y = 2sin2x + 3 là 


(A)[0; 1]; (B) [2; 3|: ([-2; 3]; (D)[I; 5]: 
Tập giá trị của hàm số y = l— 2|sin 3x| là 
(A)ICI;I]; — (B)[0;1]; ([-1;0]; (D)[-1; 3]: 
Giá trị lớn nhất của biểu thức y = cos” x — sinx là 
5 
(A)2; (B)0; (O)~: (D) I. 
Tập giá trị của hàm số y = 4cos2x — 3sin2x +6 là 
(A)I3;10]; — Œ)[6; 10]; (cc. đế lạ (D)[1; 11]. 
Khi x thay đổi trong khoảng E: : T] thì y = sinx lấy mọi giá trị thuộc 
2 2 2 
(A) ÿ, H)|=l=s |3 ()|———;0|; (D)[-I; 1]. 
6) 2 3 
Khi x thay đổi trong nửa khoảng [-š : 3 thì y = cosx lấy mọi giá trị thuộc 
l I1 I1 l 

Số nghiệm của phương trình vn» + 3] =l thuộc đoạn [rr; 2r] là 
(A)I; (B) 2; (CO0; (D) 3. 
Số nghiệm của phương trình sin l2a + 3 = —l thuộc đoạn [0; rỊ là 
(A)I; (B) 2; (C) 3; (D)0. 
Một nghiệm của phương trình sin” x+sin”“2x+sin” 3x =2 là 

7 7 7 7 
(A)T=: (B) Š: (CS: (Đ) C- 
Số nghiệm của phương trình cos lš + 3] = 0 thuộc khoảng (7 ; 87m) là 
(A)I; (B) 3; (C)2; (D) 4. 

 . Š sin3x : 
Số nghiệm của phương trình ——————— = 0Ö thuộc đoạn [2r ; 4z| là 
cosx + Ï 

(A)2; (B) 4; (C5; (D) 6. 
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TĨ HỨE VH “HE GUẾTT 


Chương TỔ HP VÌ XD BUẤT 


XỔ SỐ ĐIỆN TOÁN 


ST 125 KN HÌìAH 6` 
$ siệna ũ, kẽ 


lối 


_ NHấT Krt sönHiượI . .. Ề: 


Trong khoa học cũng như trong cuộc sống, chúng ta 
thường phải xác định số phần tủ của một tập hợp hoặc 
phải tính toán xem khả năng xảy ra của một biến cố ngẫu 
nhiên là bao nhiêu. Các kiến thức về tổ hợp và xác suất 
trong chương này sẽ bước đầu giúp chúng ta giải được 
một số bài toán đơn giản thuộc loại đó. 


A. TỔ HỢP 


N HAI QUY TẮC ĐẾM CƠ BẢN 


Bài toán đếm số phần tử của một tập hợp xuất hiện khá phổ biến trong khoa 
học cũng như trong cuộc sống. Nếu số phần tử của một tập hợp không nhiều 
thì ta có thể đếm trực tiếp được số phần tử của nó bằng cách liệt kê. Tuy 
nhiên, nếu số phần tử của một tập hợp rất lớn thì cách đếm trực tiếp là không 
khả thi. 

Bài toán mở đầu 

Mỗi người sử dụng mạng máy tính đều có mật khẩu. Giả sử mỗi mật khẩu 
gồm 6 kí tự, mỗi kí tự hoặc là một chữ số (trong 10 chữ số từ 0 đến 9) hoặc là 
một chữ cái (trong bảng 26 chữ cái tiếng Anh) và mật khẩu phải có ít nhất là 
một chữ số. Hỏi có thể lập được tất cả bao nhiêu mật khẩu ? 


|H1[ Hãy viết một mật khẩu. Có thể liệt kê hết các mật khẩu được không ? Hãy ước 
đoán thử xem có khoảng bao nhiêu mật khẩu ? 

Bài này sẽ cung cấp cho chúng ta hai quy tắc đếm cơ bản nhờ đó có thể tính 
chính xác số phần tử của một tập hợp mà không cần đếm trực tiếp. 


1. Quy tắc cộng 
Ví dụ 1. Một trường THPT được cử một học sinh đi dự trại hè toàn quốc. 
Nhà trường quyết định chọn một học sinh tiên tiến trong lớp 11A hoặc lớp 
12B. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn, nếu biết rằng lớp IIA có 31 
học sinh tiên tiến và lớp 12B có 22 học sinh tiên tiến ? 
Giải 
Nhà trường có hai phương án chọn. Phương án thứ nhất là chọn một học sinh 
tiên tiến của lớp 11A, phương án này có 31 cách chọn. Phương án thứ hai là 
chọn một học sinh tiên tiến của lớp 12B, phương án hai này có 22 cách chọn. 
Vậy nhà trường có cả thảy 


31+ 22 =53 cách chọn. LI 
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2. 


k2 


Ta có quy tắc đếm sau đây gọi là quy tắc cộng. 


Giả sử một công việc có thể được thực hiện theo phương án A 
hoặc phương án Ö. Có ¡ cách thực hiện phương án A và cách 


thực hiện phương án Ö. Khi đó công việc có thể được thực hiện 
bởi ø + m cách. 


Quy tắc cộng cho công việc với nhiều phương án được phát biểu như sau : 


Giả sử một công việc có thể được thực hiện theo một trong 
k phương án A¡, 4;,..., A,. Có ø cách thực hiện phương án 4;, 


n;y cách thực hiện phương án 4;... và ø„ cách thực hiện 


phương án A,. Khi đó công việc có thể được thực hiện bởi 


mị + nạ +-::+ n„ cách. 


Ví dụ 2. Giả sử từ tỉnh A đến tỉnh có thể đi bằng các phương tiện : ô tô, 
tàu hoả, tàu thuỷ hoặc máy bay. Mỗi ngày có 10 chuyến ô tô, 5 chuyến 
tàu hoả, 3 chuyến tàu thuỷ và 2 chuyến máy bay. Theo quy tắc cộng, ta có 
10+5+3+2 =20 sự lựa chọn để đi từ tỉnh A đến B. L 


|H2| Trong một cuộc thi tìm hiểu về đất nước Việt Nam, ban tổ chức công bố danh 
sách các đề tài bao gồm : 8 đề tài về lịch sử, 7 đề tài về thiên nhiên, 10 đề tài về con 
người và 6 đề tài về văn hoá. Mỗi thí sinh được quyền chọn một đề tài. Hỏi mỗi thí 
sinh có bao nhiêu khả năng lựa chọn đề tài ? 


CHÚ Ý 


Số phần tử của tập hợp hữu hạn X được kí hiệu là 


XỊ (hoặc z{)). 
Quy tắc cộng có thể được phát biểu dưới dạng sau : 

Nếu A và Ö là hai tập hợp hữu hạn không giao nhau thì số phần tử 
của A L2 B bằng số phần tử của A cộng với số phần tử của Ö, tức là 


lAt2 B|= lAl+ lB|. 


Quy tắc nhân 

Ví dụ 3. An muốn qua nhà Bình để cùng Bình đến chơi nhà Cường. Từ nhà 
An đến nhà Bình có 4 con đường đi, từ nhà Bình tới nhà Cường có 6 con 
đường đi (hình 2.1). Hỏi An có bao nhiêu cách chọn đường đi đến nhà Cường ? 


J1 = _— LỊ 
P.32? son #2 Ứng N `“. 7 Z =—= 
Nhà An Nhà Bình ` = Nhà Cường 
Hình 2.1 

Giải 
Với mỗi cách đi từ nhà An đến nhà Bình sẽ có 6 cách đi tiếp từ nhà Bình đến nhà 
Cường. Vì có 4 cách đi từ nhà An đến Bình nên có cả thảy 4. 6 = 24 cách đi từ 
nhà An qua nhà Bình đến nhà Cường. II 


Ta có quy tắc đếm sau đây gọi là quy tắc nhân. 


Giả sử một công việc nào đó bao gồm hai công đoạn A và Ö. 
Công đoạn A có thể làm theo ø cách. Với mỗi cách thực hiện 


công đoạn A thì công đoạn Ö có thể làm theo z cách. Khi đó 
công việc có thể thực hiện theo zw cách. 


Nhãn mỗi chiếc ghế trong một hội trường gồm hai phần : phần đầu là một chữ 
cái (trong bảng 24 chữ cái tiếng Việt), phần thứ hai là một số nguyên dương nhỏ 
hơn 26. Hỏi có nhiều nhất bao nhiêu chiếc ghế được ghi nhãn khác nhau ? 


Quy tắc nhân cho công việc với nhiều công đoạn được phát biểu như sau : 


Giá sử một công việc nào đó bao gồm k công 
đoạn Á\, 4;,.... A,. Công đoạn 4; có thể thực hiện theo 7 


cách, công đoạn A; có thể thực hiện theo ø; cách, .... công 


đoạn 4, có thể thực hiện theo ø„ cách. Khi đó công việc có 


thể thực hiện theo mø;...m, cách. 


Ví dụ 4. Biển số xe máy của tỉnh A (nếu không kể mã số tỉnh) có 6 kí tự, 
trong đó kí tự ở vị trí đầu tiên là một chữ cái (trong bảng 26 chữ cái 
tiếng Anh), kí tự ở vị trí thứ hai là một chữ số thuộc tập { 1, 2, ..., 9}, mỗi kí tự 
ở bốn vị trí tiếp theo là một chữ số thuộc tập {0, 1, ...., 9}. Hỏi nếu chỉ dùng 
một mã số tỉnh thì tỉnh A có thể làm được nhiều nhất bao nhiêu biển số xe 
máy khác nhau ? 
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Giải 

Ta có 26 cách chọn chữ cái để xếp ở vị trí đầu tiên. Tương tự có 9 cách chọn 
chữ số cho vị trí thứ hai và có 10 cách chọn chữ số cho mỗi vị trí trong bốn vị 
trí còn lại. Theo quy tắc nhân, ta có tất cả 


26.9. 10. 10. 10. 10= 2340000 (biển số xe). II 
Ví dụ 5. Trở lại bài toán mở đầu. Hãy tính xem : 
a) Có bao nhiêu dãy gồm 6 kí tự, mỗi kí tự hoặc là một chữ cái (trong bảng 26 
chữ cái) hoặc là một chữ số (trong 10 chữ số từ 0 đến 9) ? 
b) Có bao nhiêu dãy gồm 6 kí tự nói ở câu a) không phải là mật khẩu ? 
c) Có thể lập được nhiều nhất bao nhiêu mật khẩu ? 
Giải 
a) Vì mỗi kí tự có 26 + 10 = 36 cách chọn nên theo quy tắc nhân, ta có thể lập 
được 36” dãy gồm 6 kí tự như vậy. 
b) Dãy gồm 6 kí tự không phải là một mật khẩu nếu tất cả 6 kí tự đều là chữ 
cái. Vì mỗi kí tự có 26 cách chọn nên theo quy tắc nhân, số dãy gồm 6 kí tự 
không phải là một mật khẩu là 26. 


c) Vậy có 365 — 26” = 1 867 866 560 mật khẩu. H 


0âu hủi và hài tập 


Giả sử bạn muốn mua một áo sơ mi cỡ 39 hoặc 40. Áo cỡ 39 có 5 màu khác 
nhau, áo cỡ 40 có 4 màu khác nhau. Hỏi bạn có bao nhiêu sự lựa chọn (về 
màu và cỡ áo) ? 

Có bao nhiêu số tự nhiên có hai chữ số mà hai chữ số của nó đều chắn ? 

Trong một trường THPT, khối I1 có 280 học sinh nam và 325 học sinh nữ. 

a) Nhà trường cần chọn một học sinh ở khối II đi dự dạ hội của học sinh 
thành phố. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn ? 

b) Nhà trường cần chọn hai học sinh trong đó có một nam và một nữ đi dự 
trại hè của học sinh thành phố. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn ? 

Từ các chữ số 1, 5, 6, 7 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên 

a) Có 4 chữ số (không nhất thiết khác nhau) ? 

b) Có 4 chữ số khác nhau ? 


Bài đọc thêm 


QUY TẮC CỘNG MỞ RỘNG 


Quy tắc cộng cho ta công thức tính số phần tử của hợp hai tập hợp hữu hạn không 
giao nhau. Tuy nhiên trong nhiều bài toán tổ hợp, chúng ta phải tính số phần tử của 
hợp hai tập hợp hữu hạn A và 8 có giao khác Ø. Trong trường hợp này, khi cộng số 
phần tử của A với số phần tử của ð, thì số phần tử của A ¬ B sẽ được tính hai lần. 
Thành thử, ở kết quả phải bớt đi số phần tử của A ¬ B. Ta có quy tắc cộng mở rộng 
sau đây : 

Cho hai tập hợp hữu hạn bất kì A và B. Khi đó số phần tử của A \2 B bằng số phần 


tử của A cộng với số phần tử của B rồi trừ đi số phần tử của A © B, tức là 


lavzø[ =lAl + lp| - lA¬Bl. 
Ví dụ. Trong một trường THPT, khối 11 có : 160 học sinh tham gia câu lạc bộ 
Tin học, 140 học sinh tham gia câu lạc bộ Ngoại ngữ, 50 học sinh tham gia cả hai 
câu lạc bộ và 100 học sinh không tham gia câu lạc bộ nào trong hai câu lạc bộ nêu 
trên. Hỏi khối 11 ở trường đó có bao nhiêu học sinh 2? 
Giải 
Gọi tập hợp học sinh khối 11 ở trường THPT tham gia câu lạc bộ Tin học và câu lạc 
bộ Ngoại ngữ lần lượt là A và B. 
Khi đó tập hợp học sinh khối 11 ở trường đó tham gia câu lạc bộ (Tin học hoặc Ngoại 
ngữ) là A \) Ö. 


Theo bài ra ta có |A| = 160, || = 140, |An¬ 8| = 50. 


Theo quy tắc cộng mở rộng, số học sinh khối I1 tham gia câu lạc bộ (Tin học hoặc 
Ngoại ngữ) là 


lac+p| =lal + | B| - |A¬BÌ = 160 + 140 - 50 = 250. 
Vậy khối 11 ở trường đó có 250 + 100 = 350 (học sinh). IRÌ 
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HOÁN VỊ, CHỈNH HỢP VÀ TỔ HỢP 


_— 46ổéïỀỆNỆNNNNRRKK-N 


1. Hoán vị 
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a) Hoán vỉ là gì ? 

Ví dụ 1. Ba vận động viên An, Bình và Châu chạy thi. Nếu không kể trường 
hợp có hai vận động viên về đích cùng một lúc thì các khả năng sau đây đều 
có thể xảy ra : 


Giải Các kết quả có thể 

Nhất An An Bình Bình Châu Châu 
Nhì Bình Châu An Châu An Bình 
Ba Châu Bình Châu 


Kết quả cuộc thi chạy là một danh sách 
gồm ba người xếp theo thứ tự nhất, 
nhì, ba. Danh sách này gọi là một hoán 
vị của tập hợp {An, Bình, Châu). 
Nếu kí hiệu tập hợp {An, Bình, Châu) 
là {z,Ð5, c} thì tập này có tất cả sáu 
hoán vị là (ø, b, c), (a,c, b), (b, a, ©), 
(b, c, a), (c, a, b), (c, b, a). 


Một cách tổng quát, ta có 


Cho tập hợp A có ø (n > 1) phần tử. Khi sắp xếp ø phần tử này 
theo một thứ tự, ta được một hoán vị các phần tử của tập A (gọi 
tắt là một hoán vị của A). 


IHÌ| Cho tập hợp A = {a, b, c, d}. Hãy viết tám hoán vị của A. 


b) Số các hoán vị 
Bài toán đặt ra là : Nếu tập hợp A có ø phần tử thì có tất cả bao nhiêu hoán vị 
của A ? 


Kí hiệu P„ là số các hoán vị của tập hợp có ? phần tử. Ta có 


ĐỊNH LÍ 1 


Số các hoán vị của một tập hợp có ø phần tử là 


P„ =nm! =nm(n— ])(n — 2)...]. 


n 


Chứng minh 

Việc sắp xếp thứ tự phần tử của A là một công việc gồm ø công đoạn. Công 
đoạn 1 là chọn phần tử để xếp vào vị trí thứ nhất, công đoạn 2 là chọn phần tử để 
xếp vào vị trí thứ hai, công đoạn 3 là chọn phần tử để xếp vào vị trí thứ ba, ..., 
công đoạn ø là chọn phần tử để xếp vào vị trí thứ ø. Ở công đoạn 1 ta có 
thể chọn bất kì phần tử nào trong ø phần tử của A nên có ø cách thực hiện. Sau 
khi chọn xong phần tử xếp vào vị trí thứ nhất, ở công đoạn 2 ta có thể chọn 
bất kì phần tử nào trong ø — 1 phần tử còn lại của A để xếp vào vị trí thứ hai 
nên có ø — l cách thực hiện. Tiếp tục như vậy ở bước 3 ta có ø — 2 cách thực 
hiện, ..., và ở bước thứ ø (bước cuối cùng) ta chỉ còn 1 cách thực hiện. Theo 
quy tắc nhân, ta có cả thảy n{n — 1)(n — 2)... = n! cách sắp xếp thứ tự ø 
phần tử của tập A, tức là có ø! hoán vị. IR| 

Ví dụ 2. Một đoàn khách du lịch dự định đến tham quan bảy địa điểm A, B, 
Œ, D, E,G và H ở thủ đô Hà Nội. Họ đi tham quan theo một thứ tự nào đó, 
chẳng hạn B—>A->C—>E->D-~>G->H. Như vậy, mỗi cách chọn thứ tự các 
địa điểm tham quan là một hoán vị của tập {A, B, C, D, E, G, HỊ. Thành thử, 
đoàn khách có tất cả 7! = 5040 cách chọn. LI 


|H2| Từ các chữ số 1. 2. 3. 4. 5 có thể lập được tất cả bao nhiêu số tự nhiên có năm 
chữ số khác nhau ? 


2. Chỉnh hợp 
a) Chỉnh hợp là gì ? 
Ví dụ 3. Trong trận chung kết bóng đá phải phân định thắng thua bằng đá 


luân lưu I1 mét. Huấn luyện viên của mỗi đội cần trình với trọng tài một danh 
sách sắp thứ tự 5 cầu thủ trong số I1 cầu thủ để đá luân lưu 5 quả 11 mét. 

Mỗi danh sách có xếp thứ tự 5 cầu thủ được gọi là một chỉnh hợp chập 5 của 
11 cầu thủ. 
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Một cách tổng quát, ta có 
Cho tập hợp A gồm ø phần tử và số nguyên & với l < k < n. Khi 
lấy ra k phần tử của A và sắp xếp chúng theo một thứ tự, ta được 
một chỉnh hợp chập & của ø phần tử của A (gọi tắt là một chỉnh 
hợp chập k của A). 


Cho tập hợp A = {a, b, c}. Hãy viết tất cả các chỉnh hợp chập 2 của A. 


Nhận xét 
Hai chỉnh hợp khác nhau khi và chỉ khi hoặc có ít nhất một phần tử của chính 
hợp này mà không là phần tử của chỉnh hợp kia, hoặc các phần tử của hai 
chỉnh hợp giống nhau nhưng được sắp xếp theo thứ tự khác nhau. 
b) Số các chỉnh hợp 
Ví dụ 4. Trở lại ví dụ 3, hãy tính xem huấn luyện viên của mỗi đội có bao 
nhiêu cách lập danh sách 5 cầu thủ. 
Giải 
Huấn luyện viên của mỗi đội có thể chọn một trong I1 cầu thủ để đá quả đầu 
tiên. Tiếp theo có 10 cách chọn cầu thủ đá quả thứ hai, rồi có 9 cách chọn cầu 
thủ đá quả thứ ba, rồi lại có 8 cách chọn cầu thủ đá quả thứ tư và cuối cùng có 
7 cách chọn cầu thủ đá quả thứ năm. Theo quy tắc nhân, huấn luyện viên của 
mỗi đội sẽ có 

1I.10.9.8.7= 55440 cách chọn. LI 
Bài toán tổng quát đặt ra là : Cho một tập hợp có ø phần tử và số nguyên k với 
1 <k<z. Hỏi có tất cả bao nhiêu chỉnh hợp chập & của tập hợp đó ? 
Số các chỉnh hợp chập k của một tập hợp có ø phần tử được kí hiệu là PÒN : 


ĐỊNH LÍ 2 


Số các chỉnh hợp chập & của một tập hợp có ø phần tử 
(1<k<n)là 


A# = nứn — 1)( — 2)...(n — k + 1). () 


Chứng mình 

Việc lập một chỉnh hợp chập k của tập hợp có ø phần tử được coi như một 
công việc gồm & công đoạn. Công đoạn l1 là chọn phần tử xếp vào vị trí thứ 
nhất. Công đoạn 2 là chọn phần tử xếp vào vị trí thứ hai, .... Công đoạn & là 


chọn phần tử xếp vào vị trí thứ &. Vì tập hợp có ø phần tử nên công đoạn l 
có ø cách thực hiện. Sang công đoạn 2 chỉ còn ø — 1 phần tử chưa chọn cho 
nên có ø — I cách thực hiện. Tương tự công đoạn 3 có ø — 2 cách chọn, ... và Ởở 
công đoạn cuối (công đoạn thứ k) ta có  — k + 1 cách thực hiện. Theo quy 
tắc nhân, ta có m(n — 1)(n -2)...(n — k + 1) cách lập ra một chỉnh hợp 
chập k. Đó cũng chính là số các chỉnh hợp chập & của một tập hợp gồm 0 
phần tử. IR| 

Nhận xét 

Từ định nghĩa ta thấy một hoán vị của tập hợp ø phần tử là một chỉnh hợp 
chập ø của tập đó nên A7 = P„ =”!. 

Ví dụ 5. Trong mặt phẳng cho một tập hợp gồm 6 điểm phân biệt. Có bao 
nhiêu vectơ khác vectơ 0 có điểm đầu và điểm cuối thuộc tập hợp điểm này ? 

Giải 

Mỗi cặp sắp thứ tự gồm hai điểm (A, B) cho ta một vectơ có điểm đầu A, điểm 


cuối Ö và ngược lại. Như vậy, mỗi vectơ có thể xem là một chỉnh hợp chập 2 
của tập hợp 6 điểm đã cho. Thành thử số vectơ cần tìm là 


A£ =6.5=30. n 


CHÚ Ý 
e Với 0< k< ñ thì ta có thể viết công thức (1) dưới dạng 


Kz m : 
BnN (n — k)! 


(2) 


e Ta quy ước 
01=1 và AP =1. 
Khi đó công thức (2) đúng cho cả k= 0 và k=ø. Vậy công 
thức (2) đúng với mọi số nguyên k thoả mãn 0 < k <7. 
3. Tổ hợp 
a) Tổ hợp là gì ? 
Cho tập A có ø phần tử và số nguyên & với l < k < ø. Mỗi tập con 


của A có & phần tử được gọi là một tổ hợp chập k của ø phần tử 
của A (gọi tắt là một tổ hợp chập k của A). 
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Như vậy lập một tổ hợp chập & của A chính là lấy ra k phần tử của A (không 
quan tâm đến thứ tự). 


Viết tất cả các tổ hợp chập 3 của tập A = {a, b, c, d). 

b) Số các tổ hợp 

Kí hiệu G (hoặc HÌ là số các tổ hợp chập k của một tập hợp có ø phần tử. 
ĐỊNH LÍ 3 


Số các tổ hợp chập k của một tập hợp có ø phần tử (1 < k< ø) là 


AX _ nn— l)(n —2)..(n — k +1) 
". kI | @ 


Chứng mình 

Mỗi cách sắp thứ tự các phần tử của một tổ hợp chập & của A cho ta một chỉnh 
hợp chập k của A. Nói cách khác, mỗi hoán vị của một tổ hợp chập k của A 
cho ta một chỉnh hợp chập k của A. Vậy từ một tổ hợp chập & của A ta lập 
được k! chỉnh hợp chập & của A. Vậy ta có 


Ni, — l)(@ — 2)...(n —k +1 
A‡ = CÍk! hay =...— D 
CHÚ Ý 
* Với l < k <n, ta có thể viết công thức (3) dưới dạng 
k mì 
— 4 
Cơ k!ứ — k)I (4) 


® Ta quy ước C = I (coi Ø là tổ hợp chập 0 của tập hợp có z phần 
tử). Với quy ước này công thức (4) cũng đúng với k = 0. Vậy công 
thức (4) đúng với mọi số nguyên k thoả mãn 0 < k < 7. 
Ví dụ 6. Trong mặt phẳng cho một tập hợp P gồm 7 điểm, trong đó không có 
3 điểm nào thẳng hàng. Hỏi có bao nhiêu tam giác có 3 đỉnh đều thuộc P ? 
Giải 
Với mỗi tập con gồm 3 điểm bất kì của P, ta tạo được một tam giác với các 
đỉnh là 3 điểm đó. Ngược lại, mỗi tam giác có 3 đỉnh thuộc P tương ứng với 


một tập con gồm 3 điểm của P. Vậy số tam giác có 3 đỉnh thuộc P chính bằng 
số các tổ hợp chập 3 của tập P, tức là bằng 


C= T65 _ 35. n 
31 
Trong một số bài toán đếm phức tạp hơn, ta cần phối hợp sử dụng các công 
thức về tổ hợp và quy tắc nhân. 
Ví dụ 7. Trong một lớp có 20 học sinh nam và 15 học sinh nữ. Thầy giáo chủ 
nhiệm cần chọn 4 học sinh nam và 3 học sinh nữ đi tham gia chiến dịch 
"Mùa hè xanh" của Đoàn Thanh niên Cộng sản Hồ Chí Minh. Hỏi có bao 
nhiêu cách chọn 2 
Giải 
20.19.168.17 
1.2.3.4 
15.14.13 
1:2.3 
15 học sinh nữ. Theo quy tắc nhân, số cách chọn là 


4845. 455 = 2204475. IR| 


Ta có Chu = = 4845 cách chọn 4 học sinh nam trong số 20 học 


sinh nam và có Cũ; = = 455 cách chọn 3 học sinh nữ trong số 


4. Hai tính chất cơ bản của số Cƒ 


a) Tính chất 1 

Cho số nguyên dương ø và số nguyên k với 0 < k < nø. Khi đó 
JÊUỆC: SARÓ2 

Chứng mình 

Ị E mì ml 
T00: CS Sẽ ==.ẽẽ===5 
A69 Tan “tị n—KÐĐP" "h C“(@-RB(@(=ứK (n— ĐK 
Do đó CỆ =C?~£, H 


b) Tính chất 2 (hằng đẳng thức Pa-xcan) 


Cho các số nguyên ø và k với l < k<n. Khi đó 


k k k-I 
Chi = CC. °h Vên M 
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Chứng mình 


: kăI _ hữt — Ù)..(nT— k+ 2) , _ nín— ])..(n—k+]) 
Ta có C. = =...ẽ K. = Kì š 
Vậy 
C h CíI ` n(n — Ï])...(n — k + l) + kn(m — l)...(n — k + 2) 
kl 
ó- MIỆM=:1);vÚt<< K0 =< Ki |) 
R 1 
(n + l)n...(n — k + 2) k 
= k1 — Cu1- LI 


ˆ 2m ` ` m ˆ 

0âu húi và hài tận 
Có bao nhiêu khả năng có thể xảy ra đối với thứ tự giữa các đội trong một 
giải bóng đá có 5 đội bóng ? (Giả sử rằng không có hai đội nào có điểm 
trùng nhau). 
Giả sử có 8 vận động viên tham gia chạy thi. Nếu không kể trường hợp có hai 
vận động viên về đích cùng một lúc thì có bao nhiêu kết quả có thể xảy ra 
đối với các vị trí thứ nhất, thứ nhì và thứ ba ? 
Trong mặt phẳng cho một tập hợp P gồm ø điểm. Hỏi : 


a) Có bao nhiêu đoạn thắng mà hai đầu mút thuộc P ? 


b) Có bao nhiêu vectơ khác vectơ 0 mà điểm đầu và điểm cuối thuộc P ? 
Trong một Ban chấp hành đoàn gồm 7 người, cần chọn 3 người vào ban 
thường vụ. 

a) Nếu không có sự phân biệt về chức vụ của 3 người trong ban thường vụ thì 
có bao nhiêu cách chọn ? 

b) Nếu cần chọn 3 người vào ban thường vụ với các chức vụ : Bí thư, Phó Bí 
thư, Uỷ viên thường vụ thì có bao nhiêu cách chọn ? 


19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Luyện tận 


Một bài thi trắc nghiệm khách quan gồm 10 câu. Mỗi câu có 4 phương án trả 
lời. Hỏi bài thi đó có bao nhiêu phương án trả lời ? 


Có bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ 
số và chia hết cho 5 ? 

Xét mạng đường nối các tỉnh A, Ö, 
Œ, D, E, F, Œ, trong đó số viết trên 
một cạnh cho biết số con đường 
nối hai tỉnh nằm ở hai đầu mút 
của cạnh (h. 2.2). Hỏi có bao nhiêu 
cách đi từ tỉnh A đến tỉnh G ? Hình 2.2 


Xét sơ đồ mạng điện ở hình 2.3 có 6 công tắc khác nhau, trong đó mỗi công 
tắc có 2 trạng thái đóng và mở. 


TL 


Hình 2.3 
Hỏi có bao nhiêu cách đóng - mở 6 công tắc để mạng điện thông mạch từ P 
đến Ó (tức là có dòng điện từ P đến Q) ? 
Một cuộc thi có 15 người tham dự, giả thiết rằng không có hai người nào có 
điểm bằng nhau. 
a) Nếu kết quả của cuộc thi là việc chọn ra 4 người điểm cao nhất thì có 
bao nhiêu kết quả có thể ? 
b) Nếu kết quả của cuộc thi là việc chọn ra các giải nhất, nhì, ba thì có bao 
nhiêu kết quả có thể ? 
Trong một dạ hội cuối năm ở một cơ quan, ban tổ chức phát ra 100 vé xổ số 
đánh số từ 1 đến 100 cho 100 người. Xổ số có bốn giải : 1 giải nhất, 1 giải 
nhì, I giải ba, l giải tư. Kết quả là việc công bố al trúng giải nhất, giải nhì, 
giải ba, giải tư. Hỏi : 


a) Có bao nhiêu kết quả có thể ? 
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b) Có bao nhiêu kết quả có thể, nếu biết rằng người giữ vé số 47 được giải nhất ? 
c) Có bao nhiêu kết quả có thể, nếu biết rằng người giữ vé số 47 trúng một 
trong bốn giải ? 


15. Một tổ có 8 em nam và 2 em nữ. Người ta cần chọn ra 5 em trong tổ tham dự 


cuộc thi học sinh thanh lịch của trường. Yêu cầu trong các em được chọn, 
phải có ít nhất một em nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 


16. Một nhóm học sinh có 7 em nam và 3 em nữ. Người ta cần chọn ra 5 em trong 


§ 


nhóm tham gia đồng diễn thể dục. Trong 5 em được chọn, yêu cầu không có 
quá một em nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 


5 NHỊ THỨC NIU-TƠN 


My. 


1. 
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Công thức nhị thức Niu-tơn 
Ta đã biết các hằng đẳng thức 

(a+ b)) = a” + 2ab + bŸ, 

(a+ b)) = a) +3a”b + 3ab" + bỲ. 
Các hệ số trong khai triển (z + b)” theo thứ tự từ trái qua phải là 1= + 
2 =Cj ;1 = C2 tức là (a + b)“ = CÊa? + Cjab + Cộb”. 
Các hệ số trong khai triển (z+b)” theo thứ tự từ trái qua phải là 1= CỆ: 
3= C¿; 3= C2; và 1 = C2 tức là (a+b)” =CSa” +Caa“b+C2ab” + Cậb`. 
Tổng quát, người ta chứng minh được rằng : 


+0)? =Clu! Ca? ha ClaP ph ej C?P" 


n 


=Š Có 0 (0uy00n<b s1} 
k=0 


Công thức này được gọi là công thức nhị thức Niu-tơn (gọi tắt là nhị thức 
Niu-tơn). 


Ví dụ 1. Tính hệ số của x!ˆy!Ÿ trong khai triển(x + y)^”. 
Giải 


251 
1311217 5200300. LÏ 


Theo công thức nhị thức Niu-tơn, hệ số này làC5š = 
Ví dụ 2. Tìm hệ số của xŸ trong khai triển (3x — 4)”. 

Giải 

Ta có (3x—4)” =(3x+(—4))`. Theo công thức nhị thức Niu-tơn, số hạng 
chứa x” là C£(3x)”.(—4)“. Vậy hệ số của xŸ là 10. 3Ÿ.(-4)” =4320. 
IH1| Tìm hệ số của xˆ” trong khai triển (3x — 4)”. 

Ví dụ 3. Viết khai triển (x — 2)”. 

Giải 


Theo công thức nhị thức Niu-tơn 


6 6 
(+x—2)°=(2+x)”“ = Ð Cá(C 2) *x = Ð ayx" vớia, = CC 2)5%, 


k=0 k=0 
Tính theo công thức này, ta có 
dạ = 64; a =6.(_2)” =-—192; 
đa =15.2` =240;  a¿ =20.(-2)” =—160; 
qạ=<l5.27=60; ay=62)=-<l2; dc = Ít 
Vậy (x — 2) = x —12x” + 60x! — 160x) + 240x7 — 192x + 64. IN 


Ví dụ 4. Gọi 7 là số các tập con (kể cả tập rỗng) của một tập hợp có 7 phần tử. 
Chứng minh rằng 7 = 2”. 

Giải 

Với mỗi số nguyên & (1 < k < n), số tập con có k phần tử của tập hợp có 7 


phần tử là Ẹ . Vì có đúng một tập con (tập rỗng) có 0 phần tử và cỹ =l nên 
` k 
FC ĐÀ tập () 
k=0 
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l0 


Trong công thức nhị thức Niu-tơn đặt ø = 5 = I, ta được 


2= D SG. @) 
k=0 


Từ (1) và (2)ta được 7= 2", H 


Tam giác Pa-xcan 
Trên đây ta thấy muốn khai triển (z + b)” thành đa thức, ta cần biết ø + l số 
C9, C],C2,...C”"! €” có mặt trong công thức nhị thức Niu-tơn. Các số 


này có thể tính được nhờ công thức (4) ở §2. Ngoài ra còn có thể tìm được 
chúng bằng cách sử dụng bảng số sau đây : 


1 3 b) 1 


1 4 1 


6 4 
`... 2ˆ. 5... 
6 D 20 15 6 


Bảng số này do nhà toán học Pháp Pa-xcan thiết lập vào năm 1653 và được 
người ta gọi là tam giác Pa-xcan. 


Tam giác Pa-xcan được lập theo quy luật sau : 
— Đỉnh được ghi số 1. Tiếp theo là hàng thứ nhất ghi hai số 1. 


— Nếu biết hàng thứ ø (ø > 1) thì hàng thứ ? + l tiếp theo được thiết 
lập bằng cách cộng hai số liên tiếp của hàng thứ ø rồi viết kết quả 
xuống hàng dưới ở vị trí giữa hai số này. Sau đó viết số I ở đầu và 
cuối hàng. 


Chẳng hạn, khi có hàng thứ năm ta thiết lập hàng thứ sáu như sau : Theo thứ 
tự từ trái sang phải, ta lấy l + 5 = 6 và viết số 6 xuống hàng dưới ở vị trí giữa 
số I và số 5Š ; lấy 5 + 10 = 15 và viết số 15 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 5 
và số 10 ; lấy 10 + 10 = 20 và viết số 20 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 10 
và số 10; lấy 10 + 5 = 15 và viết số 15 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 10 và 


17. 
18. 
19. 
20. 


21. 
22. 
23. 


24. 


số 5 ; lấy 5 + I = 6 và viết số 6 xuống hàng dưới ở vị trí giữa số 5 và số 1. 
Cuối cùng viết số I ở đầu và cuối hàng (xem bảng số trên). 
|H2| Điền tiếp tục các số vào các hàng thứ bảy và thứ tám trong bảng số trên. 
Nhận xét 
Xét hàng thứ nhất, ta có 

I=C?,  1=C,. 
Ở hàng thứ hai, ta có 

I=C?, 2=C), 1=CŒ?. 
Ở hàng thứ ba, ta có 

le. SG. 3sẼ, Lẻ. 
Một cách tổng quát, từ tính chất 2 của số th (hằng đẳng thức Pa-xcan) và 
cách thiết lập tam giác Pa-xcan, ta có 


Các số ở hàng thứ ø trong tam giác Pa-xcan là dãy gồm 0 + l số 


C0 


mì 


1 2 n—] n 
GC ý SÁU, 


0âu hủi và hài tập 


Tìm hệ số của x'P!y”” trong khai triển(2x — 3y) 


200 

⁄ `... 3.8 "-. 13 
Tính hệ số của x'y” trong khai triển (x + y) ”. 
Tính hệ số của x7 trong khai triển ( + x)!!. 


Tính hệ số của x7 trong khai triển (2 - x)'. 


Luyện lập 
Khai triển (3x + 1)!” cho tới x”. 
Tìm hệ số của x” trong khai triển của (3 — 2x)!Ÿ. 
Tính hệ số của Jy trong khai triển của 3 xy). 


n 
Biết rằng hệ số của x”"”7 trong khai triển Ề — ;] bằng 31. Tìm ø. 
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MỘT SỐ MẦU CHUYỆN VỀ NHÀ TOÁN HỌC 
PA-XCAN (PASCAL) 


1. Hồi nhỏ Pa-xcan rất ham mê Hình học. Nhưng vì Pa-xcan 
rất yếu nên cha ông không muốn cho ông học Toán. Cha 
ông giấu hết các sách vở và những gì liên quan tới Toán. 
Thế là Pa-xcan phải tự mày mò xây dựng nên môn Hình 
học cho riêng mình. Ông vẽ các hình và tự đặt tên cho 
chúng. Ông gọi đường thẳng là "cây gậy", đường tròn là 
"cái bánh xe”, hình tam giác là "thước thợ”, hình chữ nhật 
là "mặt bàn".... Ông đã tìm ra và chứng minh được rất 
nhiều định lí của Hình học trong đó có định lí : "Tổng các 
góc của một thước thợ bằng nửa tổng các góc của một mặt 
Blaise Pascal (1623-1662) bàn", Năm ấy Pa-xcan mới 12 tuổi. 

2. Năm 16 tuổi, Pa-xcan công bố một công trình toán học : "Về thiết diện của đường 
cônic", trong đó ông đã chứng minh một định lí nổi tiếng (sau này mang tên ông) và 
gọi đó là "Định lí về lục giác thần kì". Ông rút ra 400 hệ quả từ định lí này. Nhà toán 
học và triết học vĩ đại lúc bấy giờ là Đề-các (Descartes) đánh giá rất cao công trình 
toán học này và nói rằng : "Tôi không thể tưởng tượng nổi một người đang ở tuổi thiếu 
niên mà lại có thể viết được một tác phẩm lớn như vậy". 

3. Năm 17 tuổi, thấy cha (một kế toán) phải làm nhiều tính toán vất vả, Pa-xcan đã nảy ra 
ý định chế tạo một chiếc máy tính. Sau 5 năm lao động căng thẳng miệt mài, ông đã chế 
tạo xong chiếc máy tính làm được bốn phép tính cộng, trừ, nhân, chia, tuy rằng chưa 
nhanh lắm. Đó là chiếc máy tính đầu tiên trong lịch sử nhân loại. Để ghi nhớ công lao 
này, tên của ông đã được đặt cho một ngôn ngữ lập trình, là ngôn ngữ lập trình Pa-xcan. 

4. Vào năm 1651, khi Pa-xcan 28 tuổi và được cả châu Âu tôn vinh là thần đồng, ông 
nhận được một bức thư của nhà quý tộc Pháp Đờ Mê-rê (De Méré) nhờ ông giải đáp 
một số vấn đề rắc rối nảy sinh trong các trò chơi đánh bạc. Pa-xcan đã "toán học 
hoá" các trò chơi cờ bạc này, nâng lên thành những bài toán phức tạp hơn và trao 
đổi vấn đề này với nhà toán học Phéc-ma. Những cuộc trao đổi đó đã khai sinh ra 
Lí thuyết xác suất - Lí thuyết toán học về các hiện tượng ngẫu nhiên. 

5. Sau khi cha mất, chị gái bỏ đi tu, lại thêm ốm đau bệnh tật, Pa-xcan chán chường tất cả. 
Ông bỏ Toán học, đắm chìm vào những suy tư về tín ngưỡng và nghiên cứu Thần học. 
Vào một đêm đầu mùa xuân năm 1658, một cơn đau răng dữ dội làm Pa-xcan không 
ngủ được. Để quên đau, ông tập trung SU nghĩ về bài toán đường xyclôít, một bài toán 
khó đang thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học lúc đó. Kì lạ thay, ông đã giải 
được bài toán đó và sáng hôm sau cũng khỏi luôn bệnh đau răng. Ông nghĩ răng đây là 
một thông điệp của Chúa nhắc nhở rằng ông không được quên và rời bỏ Toán học. Và 
thế là sau bốn năm đi theo con đường tín ngưỡng tôn giáo, Pa-xcan lại quay về với Toán học. 


6. Không chỉ là một nhà toán học thiên tài, Pa-xcan còn là một nhà vật lí học nổi 
tiếng, là nhà văn, nhà tư tưởng lớn. Ngày nay người ta thường nhắc đến các câu nói 
của Pa-xcan như : "Con người chỉ là một cây sậy, một vật rất yếu đuối của tự nhiên, 
nhưng là một cây sậy biết suy nghĩ " và "Trái tim có những lí lẽ mà lí trí không giải 
thích được". 

Pa-xcan mất khi mới 39 tuổi. Ông được coi là một trong những nhà bác học lớn của nhân loại. 


1. 


B. XÁC SUẤT 


Trong thực tiễn, chúng ta thường gặp những hiện tượng ngẫu nhiên. Đó là 
những hiện tượng (biến cố) mà chúng ta không thể dự báo một cách chắc chắn 
là nó xảy ra hay không xảy ra. 

Lí thuyết xác suất là bộ môn toán học nghiên cứu các hiện tượng ngẫu nhiên. 
Sự ra đời của lí thuyết xác suất bắt đầu từ những thư từ trao đổi giữa hai nhà 
toán học vĩ đại người Pháp là Pa-xcan (1623-1662) và Phéc-ma (1601-1665) 
xung quanh cách giải đáp một số vấn đề rắc rối nảy sinh trong các trò chơi cờ 
bạc mà một nhà quý tộc Pháp đặt ra cho Pa-xcan. Năm 1812, nhà toán học 
Pháp La-pla-xơ đã dự báo rằng "Môn khoa học bắt đầu từ việc xem xét các 
trò chơi may rủi này sẽ hứa hẹn trở thành một đối tượng quan trọng nhất của 
tri thức loài người”. 

Ngày nay lí thuyết xác suất đã trở thành một ngành toán học quan trọng, được 
ứng dụng trong rất nhiều lĩnh vực của khoa học tự nhiên, khoa học xã hội, 
công nghệ, kinh tế, y học, sinh học,... 


BIẾN CỐ VÀ XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 


Biến cố 


a) Phép thử ngẫu nhiên và không gian mẫu 
Khi gieo một con súc sắc”), số chấm 
trên mặt xuất hiện được coi là kết quả 
của việc gieo súc sắc. Ta nhận thấy 
rằng rất khó đoán trước được kết quả 
của mỗi lần gieo. Nó có thể là bất kì 
một con số nào trong tập hợp {1, 2, 3, 
4,5, 6}. Ta gọi việc gieo con súc sắc 
nói trên là một phép thử ngẫu nhiên. 


(#) Con súc sắc là một khối lập phương mà sáu mặt lần lượt có 1, 2, ..., 6 chấm. Mặt có & chấm gọi 


là mặt & chấm. 
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Phép thử ngẫu nhiên (gọi tắt là phép thử) là một thí nghiệm 
hay một hành động mà : 

— Kết quả của nó không đoán trước được ; 

— Có thể xác định được tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra 
của phép thử đó. 

Phép thử thường được kí hiệu bởi chữ 7. 

Tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra của phép thử được gọi là 
không gian mâu của phép thử và được kí hiệu bởi chữ © (đọc 
là ô-mê-øa). 


Ví dụ 1. Không gian mẫu của phép thử "Gieo một con súc sắc" là tập hợp 
@O ={1,2,3,4, 5, 6}. 

Ví dụ 2. Xét phép thử 7 là "Gieo hai 

đồng xu") phân biệt". Nếu dùng kí hiệu S 

để chỉ đồng xu lật sấp (mặt sấp xuất hiện) 


và N để chỉ đồng xu lật ngửa thì không 
gian mẫu của phép thử trên là 


€@ =(5N, S5 ,NN, NS). 


IH]| Cho phép thửT là "Gieo ba đồng xu phân biệt". Hãy cho biết không gian mẫu 
của phép thử đó. 


b) Biến cố 
Ví dụ 3. Giả sử 7 là phép thử "Gieo một con súc sắc”. 
Không gian mẫu là @ = {I, 2, 3, 4, 5, 6}. 


Xét biến cố (hay sự kiện) A : "Số chấm trên mặt 
xuất hiện là một số chắn". Ta thấy việc xảy ra hay 
không xảy ra biến cố A tuỳ thuộc vào kết quả của 7. 
Biến cố A xảy ra khi và chỉ khi kết quả của 7 là 2, 
hoặc 4, hoặc 6. Các kết quả này được gọi là các kết 
quả thuận lợi cho A. Do đó biến cố A được mô tả bởi 
tập hợp @ = {2, 4, 6}, đó là một tập con của ©. 


Biến cố A được gọi là biến cố liên quan đến phép thử 7. 


(#) Đồng xu là đồng tiền kim loại có hai mặt, trên một mặt có ghi giá trị của đồng tiền : người ta 
thường gọi đó là mặt ngửa. Mặt kia là mặt sấp. 
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2. 


Một cách tổng quát : 
Biến cố A liên quan đến phép thử 7 là biến cố mà việc xảy ra 
hay không xảy ra của A tuỳ thuộc vào kết quả của T. 
Mỗi kết quả của phép thử 7 làm cho A xảy ra, được gọi là một 
kết quả thuận lợi cho A. 
Tập hợp các kết quả thuận lợi cho A được kí hiệu là („.. Khi đó 
người ta nói biến cố A được mô tả bởi tập ©,. 


|H2l Xét biến cố B : "Số chấm trên mặt xuất hiện là một số lẻ" và biến cố C : "Số 
chấm trên mặt xuất hiện là một số nguyên tố”. Hãy viết ra tập hợp ©, mô tả biến cố 
B và tập hợp ©®„. mô tả biến cố C. 

- Biến cố chắc chắn là biến cố luôn xảy ra khi thực hiện phép thử 7. Biến cố 
chắc chắn được mô tả bởi tập O© và được kí hiệu là O. 

- Biến cố không thể là biến cố không bao giờ xảy ra khi phép thử 7 được 
thực hiện. Rõ ràng không có một kết quả thuận lợi nào cho biến cố không thể. 
Biến cố không thể được mô tả bởi tập Ø và được kí hiệu là Ø. 

Xác suất của biến cố 

Trong cuộc sống hàng ngày, khi nói về biến cố ta thường nói biến cố này có 
nhiều khả năng xảy ra, biến cố kia có ít khả năng xảy ra, biến cố này có nhiều 
khả năng xảy ra hơn biến cố kia. Toán học đã định lượng hoá các khả năng 
này bằng cách gán cho mỗi biến cố một số không âm, nhỏ hơn hay bằng l gọi 
là xác suất của biến cố đó. Xác suất của biến cố A được kí hiệu là P(A). Nó 
đo lường khả năng khách quan sự xuất hiện của biến cố A. 

a) Định nghĩa cổ điển của xác suất 

Ví dụ 4. Giả sử 7 là phép thử "Gieo hai con súc sắc". Kết quả của 7 là cặp số 
(x; y), trong đó x và y tương ứng là kết quả của việc gieo con súc sắc thứ nhất 
và thứ hai. Các kết quả có thể xảy ra của 7 được cho trong bảng sau đây : 


y 
(x; y) 1 2 3 4 5 6 
X 
| I:D |(;2J(;31(;4|(;5) | (1:6) 
2 (2:1) | (222) | (222) |4) | (2:3) | (276) 
Š (11). 2:20: |020132),1|0125/26)°.)U 107221) | 42:30) 
4 (4;1) |(4;2) |(4;3) (4:4 |(4;5)|L(4;6) 
5 71) |J (27h03) |@21|(,57 1:6) 
6 (@6;1) | (6;2) | @;3) | (6;4) | (@6;5) | @G;Ó6) 
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Không gian mẫu của 7 là O ={(1 ; 1),(2; 1),(3; l),(4; D,(; ,(6; l),..., 
(1;6),(2; 6), (3; 6), (4; 6), (5 ; 6), (6 ; 6)}. Phép thử 7 có 36 kết quả có thể. 
Nếu con súc sắc được chế tạo cân đối thì các mặt của con súc sắc đều có cùng 
khả năng xuất hiện. Ta nói 36 kết quả của 7 là đồng khả năng. 

Xét biến cố A : "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc là 7". 
Tập con €1, các kết quả thuận lợi cho A là 


€Ø¿ ={(; 6), (2; 5), 3; 4), 4; 3), G ; 2), (6; D}. 
Khi đó tỉ số = = : được coi là xác suất của A. L 


Một cách tổng quát : 


ĐỊNH NGHĨA 
Giả sử phép thử 7 có không gian mẫu là một tập hữu hạn và 
các kết quả của 7 là đồng khả năng. Nếu A là một biến cố liên 
quan với phép thử 7 và €1, là tập hợp các kết quả thuận lợi cho 
A thì xác suất của A là một số, kí hiệu là P(A), được xác định 
bởi công thức 
9) 
Píð = ||, 


Như vậy, việc tính xác suất của biến cố A trong trường hợp này được quy về 
việc đếm số kết quả có thể của phép thử 7 và số kết quả thuận lợi cho A. 


CHÚ Ý 

Từ định nghĩa trên ta suy ra 

e0<P(A) <1; 

e P(O) =1, P(2) = 0. 
Ví dụ 5. Một vé xổ số có 4 chữ số. Khi quay số, nếu vé bạn mua có số trùng 
hoàn toàn với kết quả thì bạn trúng giải nhất. Nếu vé bạn mua có đúng 3 chữ 
số trùng với 3 chữ số của kết quả (kể cả vị trí) thì bạn trúng giải nhì. Bạn An 
mua một vé xổ số. 
a) Tính xác suất để An trúng giải nhất. 


b) Tính xác suất để An trúng giải nhì. 


Giải 
a) Số kết quả có thể là 10! = 10 000 và chỉ có một kết quả trùng với số vé của 


An. Do đó xác suất trúng giải nhất của An là = 0,0001. 


1 
10000 
b) Giả sử số vé của An là abcd.. Các kết quả trùng với đúng 3 chữ số của An 
là abcf (£ # đ) hoặc abíd († # c) hoặc afcd (†í# b) hoặc fbcđ (f # a). 


Vì mỗi trường hợp trên đều có 9 khả năng nên có 9 + 9 + 9 + 9 = 36 kết quả 
ở đó vé của An trúng giải nhì. Do đó xác suất trúng giải nhì của An là 
36 


Ví dụ 6. Một cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 quân bài chia thành bốn chất : rô, cơ 
(màu đỏ), pích và nhép (màu đen). Mỗi chất có 13 quân bài là : 2, 3, 4, 5, Ó, 7, 
§, 9, 10, J,Q,K, A (đọc là át). Bốn quân 2 (gồm 2 rô, 2 cơ, 2 pích và 2 nhép) 
làm thành một bộ 2 ; bốn quân 3 (gồm 3 rô, 3 cơ, 3 pích và 3 nhép) làm thành 
một bộ 3 ; ... ; bốn quân át (gồm át rô, át cơ, át pích và át nhép) làm thành 
một bộ át. 

Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài. Tính xác suất để trong 5 quân bài đó ta có 
một bộ. 


Giải 
Số kết quả có thể là s Số kết quả trong đó có một bộ 2 bằng số cách chọn 


một quân bài trong số 52 — 4 = 48 quân còn lại (không phải là quân 2). Vậy 
có 48 kết quả trong đó có một bộ 2. Tương tự có 48 kết quả trong đó có một 


bộ 3 ;... ; có 48 kết quả trong đó có một bộ át. Vì có tất cả 13 bộ, nên số kết 
quả trong đó có xuất hiện một bộ là 13. 48 = 624. Do đó, xác suất cần tìm là 
624 
—s- ~ 000024. IR 
52 


T3 
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b) Định nghĩa thống kê của xác suất 


Trong định nghĩa cổ điển của xác suất, ta cần giả thiết phép thử 7 có một số 
hữu hạn các kết quả có thể và các kết quả này là đồng khả năng. Nhưng trong 
nhiều trường hợp, giả thiết đồng khả năng không được thoả mãn. Chẳng hạn 
khi gieo một con súc sắc không cân đối thì các mặt của con súc sắc không có 
cùng khả năng xuất hiện. Trong trường hợp đó ta sử dụng định nghĩa sau đây 
gọi là định nghĩa thống kê của xác suất. 

Xét phép thử 7 và biến cố A liên quan đến phép thử đó. Ta tiến hành lặp đi lặp 
lại N lần phép thử 7 và thống kê xem biến cố A xuất hiện bao nhiêu lần. 


Số lần xuất hiện biến cố A được gọi là tân số của A trong lần 
thực hiện phép thử 7. 
TỈ số giữa tần số của A với số N được gọi là tần suất của A trong 
NÑ lần thực hiện phép thử 7. 
Người ta chứng minh được rằng khi số lần thử N càng lớn thì tần suất của A 
càng gần với một số xác định, số đó được gọi là xác suất của A theo nghĩa 
thống kê (số này cũng chính là P(4) trong định nghĩa cổ điển của xác suất). 
Như vậy, tần suất được xem như giá trị gần đúng của xác suất. Trong khoa 
học thực nghiệm, người ta thường lấy tần suất làm xác suất. Vì vậy tần suất 
còn được gọi là xác suất thực nghiệm. 
Ví dụ 7. Nếu ta gieo một đồng xu cân đối thì xác suất xuất hiện mặt ngửa 
là 0,5. Buýp-phông (Buffon), nhà toán học người Pháp thế kỉ XVII, đã thí 
nghiệm việc gieo đồng xu nhiều lần và thu được kết quả sau : 


x4 Tần số xuất hiện Tần suất xuất hiện 
Số lần gieo ⁄ » k › 
mặt ngửa mặt ngửa 
4 040 2 048 0,5070 
12 000 6019 0,5016 
24 000 12012 0,5005 


Ví dụ 8. Một công ti bảo hiểm nhân thọ đã thống kê được trong 100 000 đàn 
ông 50 tuổi có 568 người chết trước khi bước sang tuổi 5l và trong 100 000 
phụ nữ 50 tuổi có 284 người chết trước khi bước sang tuổi 51. Khi đó xác suất 


thực nghiệm để một người đàn ông 50 tuổi chết trước khi bước sang tuổi 5l 


¬. .. .. .. 

à 100000 0,00568 và xác suất thực nghiệm để một người phụ nữ 50 tuổi 

chết trước khi bước sang tuổi 51 là =... 0,00284 L 
: 100000 7 “”” 


Gieo con súc sắc 50 lần. Ghi lại kết quả của việc gieo này và tính tần suất 
xuất hiện mỗi mặt 1. 2, 3, 4, 5, 6 chấm. 


Số chấm xuất hiện Tần số Tần suất 


®Ằ|z|+.|C›)|t`|= 


Câu húi và hài tập 
25. Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương không lớn hơn 50. 


a) Mô tả không gian mẫu. 


b) Gọi A là biến cố "Số được chọn là số nguyên tố”. Hãy liệt kê các kết quả 
thuận lợi cho A. 


c) Tính xác suất của A. 
d) Tính xác suất để số được chọn nhỏ hơn 4. 
26. Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương nhỏ hơn 9. Tính xác suất để : 
a) Số được chọn là số nguyên tố ; 
b) Số được chọn chia hết cho 3. 


27. Danh sách lớp của Hường được đánh số từ 1 đến 30. Hường có số thứ tự là 12. 
Chọn ngẫu nhiên một bạn trong lớp. 


a) Tính xác suất để Hường được chọn. 


Viên 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


343. 
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b) Tính xác suất để Hường không được chọn. 

c) Tính xác suất để một bạn có số thứ tự nhỏ hơn số thứ tự của Hường 
được chọn. 

Gieo hai con súc sắc cân đối. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Gọi A là biến cố "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc nhỏ 
hơn hoặc bằng 7". Liệt kê các kết quả thuận lợi cho A. Tính P(4). 

c) Cũng hỏi như trên cho các biến cố B : "Có ít nhất một con súc sắc xuất hiện 
mặt 6 chấm" và C : "Có đúng một con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm". 

Chọn ngẫu nhiên 5 người có tên trong một danh sách 20 người được đánh số 
từ I đến 20. Tính xác suất để 5 người được chọn có số thứ tự không lớn hơn 
10 (tính chính xác đến hàng phần nghìn). 


Luyện tận 


Chọn ngẫu nhiên 5 học sinh có tên trong một danh sách được đánh số thứ tự từ 
001 đến 199. Tính xác suất để 5 học sinh này có số thứ tự : 

a) Từ 001 đến 099 (tính chính xác đến hàng phần nghìn) ; 

b) Từ 150 đến 199 (tính chính xác đến hàng phần vạn). 

Một túi đựng 4 quả cầu đỏ, 6 quả cầu xanh. Chọn ngẫu nhiên 4 quả cầu. Tính 
xác suất để trong bốn quả đó có cả quả màu đỏ và màu xanh. 

Chiếc kim của bánh xe trong trò chơi "Chiếc nón kì diệu" có thể dừng lại ở 
một trong 7 vị trí với khả năng như nhau. Tính xác suất để trong ba lần quay, 
chiếc kim của bánh xe đó lần lượt dừng lại ở ba vị trí khác nhau. 


Gieo đồng thời hai con súc sắc cân đối. Tính xác suất để số chấm xuất hiện 
trên hai con súc sắc hơn kém nhau 2. 


CUỐN SÁCH TIẾNG VIỆT VỀ XÁC SUẤT - THỐNG KÊ 
XUẤT BẢN LẦN ĐẦU TIÊN Ở NƯỚC TA 


Vào năm 1948 cuốn sách "Thống kê thường thức" 
được xuất bản tại chiến khu Việt Bắc, căn cứ địa của cuộc 
kháng chiến chống Pháp (1945 - 1954) của dân tộc ta. Tác 
giả của nó là cố giáo sư Tạ Quang Bửu. Lúc đó ông đang 
giữ trọng trách Thứ trưởng Bộ Quốc phòng. 

Cuốn sách dày 81 trang. Do điều kiện khó khăn của 
cuộc kháng chiến lúc đó nên nó được in trên giấy xấu, 
màu vàng nâu, sản xuất tại các xưởng thủ công trong núi 
rừng Việt Bắc. Cuốn sách trình bày các kiến thức cơ bản 
về xác suất, thống kê và những ứng dụng của môn học Tạ Quang Bủu 

này trong quân sự. Trong Lời nói đầu, tác giả viết : (1910 - 1986) 
"Cuộc thi đua yêu nước đặt vấn đề thống kê ra một cách 

cấp bách. Thuật thống kê phải được phổ biến. Khoa học thống kê phải được nghiên 
cứu. Các cán bộ cao cấp phải biết dùng thống kê, các cán bộ trung cấp phải biết làm 
thống kê...". 


E ———— : 
Giáo sư Tạ Quang Bửu là 5 =>. 


một nhà khoa học toàn | ' tt 0A N? 
năng, uyên bác, một cán | TP 
bộ lãnh đạo có tầm nhìn 
chiến lược về các vấn đề 
khoa học và giáo dục của 
nước nhà, một nhân cách 


1a. THONGKE 
lớn với lỗi sống giản dị | THUỜNGTHỨC 


trong sáng. Trên cương vị 
Giám đốc trường Đại học 
Bách Khoa (1956 - 1961), 
Bộ trưởng Bộ Đại học và 
Trung học chuyên nghiệp 
(1965 - 1976) ông đã có 
những đóng góp quan 
trọng trong công cuộc đào ân 

tạo đội ngũ cán bộ khoa 'THU»UA VELUÓC 
học và xây dựng nền Đại 
học Việt Nam. 


lấi 
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CÁC QUY TẮC TÍNH XÁC SUẤT 


Trong tiết này ta luôn giả thiết các biến cố đang xét cùng liên quan đến phép 
thử 7 và các kết quả của 7 là đồng khả năng. 

Quy tắc cộng xác suất 

a) Biến cố hợp 


Cho hai biến cố A và Ö. Biến cố "A hoặc Ö xảy ra”, kí hiệu là 
A UĐ, được gọi là hợp của hai biến cố A và Ö. 


Nếu O, và @„ lần lượt là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A và Ö thì tập 
hợp các kết quả thuận lợi cho A 2 B là Ø2 ©,.. 
Ví dụ 1. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong trường em. Gọi A là biến cố "Bạn 
đó là học sinh giỏi Toán” và Ö là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi Văn". Khi đó 
AU B là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi Văn hoặc giỏi Toán”. 
Một cách tổng quát : 
Cho k biến cố 4, 4;...., A,. Biến cố "Có ít nhất một trong các 
biến cố Ai, 4;,..., A, xảy ra", kí hiệu là A¡ 2 A4; 2... A,, 
được gọi là hợp của & biến cố đó. 
b) Biến cố xung khắc 
Cho hai biến cố A và Ø. Hai biến cố A và B được gọi là xung 
khắc nếu biến cố này xảy ra thì biến cố kia không xảy ra. 
Hai biến cố A và ð là hai biến cố xung khắc nếu và chỉ nếu Ô„ ¬ O„ = Ø. 


Ví dụ 2. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong trường em. Gọi A là biến cố 
"Bạn đó là học sinh khối 10”, 8 là biến cố "Bạn đó là học sinh khối I1”. Khi 
đó A và B là hai biến cố xung khắc. 


IHẢ| Hỏi hai biến cố A và B trong ví dụ 1 có phải là hai biến cố xung khắc hay không ? 


c) Quy tắc cộng xác suất 
Để tính xác suất của biến cố hợp, ta cần đến quy tắc cộng xác suất sau đây : 


Nếu hai biến cố A và B xung khắc thì xác suất để A hoặc B xảy 
ra là 


P(A Q8) = P(A) + P(®). (1) 


Ví dụ 3. Một chiếc hộp có chín thẻ đánh số từ I đến 9. Rút ngẫu nhiên hai thẻ 
rồi nhân hai số ghi trên hai thẻ với nhau. Tính xác suất để kết quả nhận được 
là một số chắn. 

Giải 

Kết quả nhận được là số chắn khi và chỉ khi trong hai thẻ có ít nhất một thẻ 
đánh số chắn (gọi tắt là thẻ chắn). Gọi A là biến cố "Rút được một thẻ chắn và 
một thẻ lẻ", 8 là biến cố "Cả hai thẻ được rút là thẻ chắn". Khi đó biến cố 
"Tích hai số ghi trên hai thẻ là một số chắn" là A 2 Ö. 


Do hai biến cố A và B xung khắc, nên P(A Q2 B) = P(A) + PŒ). Vì có 4 thẻ 


chắn và 5 thẻ lẻ nên 


ta có 
CC) 20 C{ˆ 6 
P(A) =—5£ =<=, P(B) = ~Ý =„= 
cậ 36 ộ 36 
Do đó 
6 13 
F2 HŠc 2=. IN 
V022 202723881-72 I7) 


Quy tắc cộng xác suất cho nhiều biến cố được phát biểu như sau : 


Cho É biến cố 4¡, 4;....,A, đôi một xung khắc. Khi đó 


P(Ai Q2 Á; (2...2 A,) = P(A,) + P(4;)+...+P(4,) (@) 


d) Biến cố đối 
Cho A là một biến cố. Khi đó biến cố "Không xảy ra A”, kí hiệu 
là A, được gọi là biến cố đối của A. 


Nếu O/„ là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A thì tập hợp các kết quả thuận 
lợi cho A là O \ O¿. Ta nói A và A là hai biến cố đối nhau. 
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CHÚ Ý 

Hai biến cố đối nhau là hai biến cố xung khắc. Tuy nhiên hai biến 
cố xung khắc chưa chắc là hai biến cố đối nhau. Chẳng hạn trong 
ví dụ 2, A và là hai biến cố xung khắc nhưng không phải là hai 
biến cố đối nhau. 


ĐỊNH LÍ 


Cho biến cố A. Xác suất của biến cố đối A là 


P(A)=1- P(). 


Chứng mình 
Kí hiệu $S=A t2 A.Do A và A là hai biến cố xung khắc nên theo công thức (1) 
ta có P(S) = P(A) + P(4). Rõ ràng biến cố Š luôn luôn xảy ra nên Š là biến cố 
chắc chắn. Vậy P(S) = 1. Suy ra 
P(A)=1— P@1). IN 

|H2| Xét ví dụ 3. Tính xác suất để kết quả nhận được là một số lẻ. 
Ví dụ 4. Một hộp đựng 4 viên bi xanh, 3 viên bi đỏ và 2 viên bị vàng. Chọn 
ngẫu nhiên 2 viên bị. 
a) Tính xác suất để chọn được 2 viên bi cùng màu. 
b) Tính xác suất để chọn được 2 viên bi khác màu. 
Giải 
a) Gọi A là biến cố "Chọn được 2 viên bị xanh”, 8 là biến cố "Chọn được 2 
viên bị đỏ", € là biến cố "Chọn được 2 viên bị vàng” và H là biến cố "Chọn 
được 2 viên bi cùng màu". Ta có H= A\U) BC và các biến cố A, B, Œ€ đôi 
một xung khắc. Vậy theo công thức (2), ta có 

P(7) =P(A BUC) = P(A) + P(8) + P(C). 


C{ 6 E: vã CC 1 
Ta có PỆAY=£ 1 .DB =- s= .:UWŒi=<- 6c 
a có (A) c 36 (P) có 36” (C) c2 36 
9 9 9 
- _—6 3.1 5 
vậy SVm lao: ng hng ¬ T 


b) Biến cố "Chọn được 2 viên bi khác màu" chính là biến cố HH. Vậy theo 
công thức (3), ta có 
3; 


PCH)= 1—PŒ)=1~ Tạ =1g - H 


2. Quy tắc nhân xác suất 
a) Biến cố giao 


Cho hai biến cố A và Ö. Biến cố "Cả A và ö cùng xảy ra", kí hiệu 
là AB, được gọi là giao của hai biến cố A và Ö. 


Nếu O, và @„ lần lượt là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A và Ö thì tập 
hợp các kết quả thuận lợi cho AB là O1 Óz. 
Ví dụ 5. Chọn ngẫu nhiên một học sinh trong trường em. Gọi A là biến cố 
"Bạn đó là học sinh giỏi Toán", Ö là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi Văn”. 
Khi đó AB là biến cố "Bạn đó là học sinh giỏi cả Văn và Toán”. 
Một cách tổng quát : 
Cho k biến cố 4, 4;.... A,. Biến cố "Tất cả k biến cố 
AI, Á›,..., Ái đều xảy ra", kí hiệu là AIA;... A,, được gọi là 
giao của k biến cố đó. 
b) Biến cố độc lập 
Hai biến cố A và 8 được gọi là độc lập với nhau nếu việc xảy ra 
hay không xảy ra của biến cố này không làm ảnh hưởng tới xác 
suất xảy ra của biến cố kia. 
Ví dụ 6. Xét phép thử 7 là "Gieo một đồng xu liên tiếp hai lần". Gọi A là biến 
cố "Lần gieo thứ nhất đồng xu xuất hiện mặt sấp", 8 là biến cố "Lần gieo 
thứ hai đồng xu xuất hiện mặt ngửa". Khi đó A và ð là hai biến cố độc lập 
với nhau. 
Nhận xét. Nếu hai biến cố A, 8 độc lập với nhau thì A và B8 ; A và; Avà 
B cũng độc lập với nhau. 
Một cách tổng quát : 


Cho k biến cố 4¡, 4;,..., A, ; & biến cố này được gọi là độc lập 
với nhau nếu việc xảy ra hay không xảy ra của mỗi nhóm biến 
cố tuỳ ý trong các biến cố đã cho không làm ảnh hưởng tới xác 
suất xảy ra của các biến cố còn lại. 
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c) Quy tắc nhân xác suất 
Để tính xác suất của biến cố giao, ta cần đến quy tắc nhân xác suất sau đây. 


Nếu hai biến cố A và Ö độc lập với nhau thì 


P(AB) = P(A)P(ð). 


Nhận xét. Từ quy tắc nhân xác suất ta thấy : Nếu P(AB) z P(A)P(ð) thì hai 
biến cố A, 8 không độc lập với nhau. Ngược lại nếu có (4) thì A và B là hai 
biến cố độc lập với nhau. 
Cho hai biến cố A và B xung khắc. 
a) Chứng tỏ rằng P(AB) = 0. 
b) Nếu P(A) > 0 và P(B) > 0 thì hai biến cố A và B có độc lập với nhau không ? 
Ví dụ 7. Một chiếc máy có hai động cơ I và II hoạt động độc lập với nhau. 
Xác suất để động cơ I và động cơ II chạy tốt lần lượt là 0,8 và 0,7. Hãy tính 
xác suất để : 
a) Cả hai động cơ đều chạy tốt ; 
b) Cả hai động cơ đều không chạy tốt ; 
c) Có ít nhất một động cơ chạy tốt. 
Giải 
a) Gọi A là biến cố "Động cơ I chạy tốt”, 8 là biến cố "Động cơ II chạy tốt”, 
C là biến cố "Cả hai động cơ đều chạy tốt". Ta thấy A, B là hai biến cố độc lập 
với nhau và C = AB. Theo công thức (4), ta có 
P(C) = P(1Đ) = P(1)P(Đ) = 0,8. 0,7 = 0,56. 

b) Gọi D là biến cố "cả hai động cơ đều không chạy tốt". Ta thấy D = A B. 
Hai biến cố A và B độc lập với nhau nên 

P(Ð) =P(A)P(B) = (1 - P(A)) (1 - P()) = 0,2. 0,3 = 0,06. 
c) Gọi K là biến cố "có ít nhất một động cơ chạy tốt", khi đó biến cố đối của K 
là biến cố D. 
Do đó P(K) = 1 - P(DÐ) = I - 0,06 = 0,94. II 


Quy tắc nhân xác suất cho nhiều biến cố được phát biểu như sau : 


Nếu k biến cố 4¡, 4;..... A, độc lập với nhau thì 


P(Ai A;... A,) = P(Aj)P(4;)... P(A,). (5) 


34. 


So: 


3ó. 


37. 


0âu hủi và hài tập 


Gieo ba đồng xu cân đối một cách độc lập. Tính xác 
suất để : 

a) Cả ba đồng xu đều sấp ; 

b) Có ít nhất một đồng xu sấp ; 

c) Có đúng một đồng xu sấp. 

Xác suất bắn trúng hồng tâm của một người bắn cung 
là 0,2. Tính xác suất để trong ba lần bắn độc lập : 


a) Người đó bắn trúng hồng tâm đúng một lần ; 

b) Người đó bắn trúng hồng tâm ít nhất một lần. 
Gieo hai đồng xu A và 8ö một cách độc lập. Đồng xu A chế tạo cân đối. Đồng 
xu Ö chế tạo không cân đối nên xác suất xuất hiện mặt sấp gấp ba lần xác suất 
xuất hiện mặt ngửa. Tính xác suất để : 

a) Khi gieo hai đồng xu một lần thì cả hai đồng xu đều ngửa ; 

b) Khi gieo hai đồng xu hai lần thì hai lần cả hai đồng xu đều ngửa. 

Trong một bài thi trắc nghiệm khách quan có 10 câu. Mỗi câu có 5 phương án 
trả lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. Một học sinh không học bài nên 
làm bài bằng cách với mỗi câu đều chọn ngẫu nhiên một phương án trả lời. 
Tính xác suất để học sinh đó trả lời không đúng cả 10 câu (tính chính xác đến 
hàng phần vạn). 


Bài đoc thêm 


SỬ DỤNG MÁY TÍNH BỎ TÚI TRONG TÍNH TOÁN 
TỔ HỢP VÀ XÁC SUẤT 


Khi giải các bài toán tổ hợp và xác suất, chúng ta thường phải tính các biểu thức số 
có chứa các số dạng nR, nÌ, A: Si Máy tính bỏ túi là một công cụ hỗ trợ đắc lực 
cho ta khi phải thực hiện các tính toán này. 

Đối với máy tính CASIO ƒx-500 MS cách dùng như sau : 


1) Để tính ø“ ta lần lượt ấn 


83 


Š4 


Ví dụ 1. Tính 4!. Ta lần lượt ấn 
4|^i10|= 
Trên màn hình hiện kết quả 1048576. 


2) Để tính ø! ta lần lượt ấn 
n SHIFT]| |xI 


Ví dụ 2. Tính 8I. Ta lần lượt ấn 
8 SHIFT| |xl| |= 


Trên màn hình hiện kết quả 40320. 


3) Để tính A* ta lần lượt ấn 


ñ SHIFT] nPrl k|= 


Ví dụ 3. Tính Aÿs. Ta lần lượt ấn 


15 BHIFT] nPr | 3 |= 


Trên màn hình hiện kết quả 2730. 


4) Để tính CỄ ta lần lượt ấn 


nInCrn k|= 


Ví dụ 4. Tính C{¿. Ta lần lượt ấn 


14 nCn 7|= 


Trên màn hình hiện kết quả 3432. 
Ví dụ 5. Tính hệ số của +” trong khai triển (x — 2)!. 


Hệ số đó là L0 22ÊP Muốn tính số này ta lần lượt ấn 


19 n€Cr 10|x|2 NA 10|= 
Trên màn hình hiện kết quả 94 595 072. 


Ví dụ 6. Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài. Tính xác suất để trong 5 quân bài đó ta có một 
bộ. (Xem ví dụ 6. §4). 


Ẹ 2Á =2 xi À Ạ ~ 
Xác suất đó là P = _ . Đề tính số này ta lần lượt ân 
Cs2 


624 |+z| 52 nCl 5|= 


Trên màn hình hiện kết quả 0,000240096. Vậy P x 0,00024. 
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Luyện tận 


Có hai hòm đựng thẻ, mỗi hòm đựng 12 thẻ đánh số từ 1 đến 12. Từ mỗi hòm 
rút ngẫu nhiên một thẻ. Tính xác suất để trong hai thẻ rút ra có ít nhất một thẻ 
đánh số 12. 

Cho hai biến cố A và B với P(A) = 0,3 ; P(Đ) = 0,4 và P(AĐ) = 0,2. Hỏi hai biến 
cố A và B có 

a) Xung khắc hay không ? 

b) Độc lập với nhau hay không ? 

Trong một trò chơi điện tử, xác suất để An thắng trong một trận là 0,4 (không 
có hoà). Hỏi An phải chơi tối thiểu bao nhiêu trận để xác suất An thắng ít 
nhất một trận trong loạt chơi đó lớn hơn 0,95 ? 

Gieo hai con súc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để tổng số chấm 
trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc bằng 8. 

Gieo ba con súc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để tổng số chấm 
trên mặt xuất hiện của ba con súc sắc bằng 9. 


XÁC SUẤT VÀ SỐ 7t 


1. Bằng một chiếc kim ta có thể tính gần đúng số z 


Trên mặt phẳng ta kể các đường thẳng song song cách đều 
nhau một khoảng cách đ. Lấy một chiếc kim có chiều dài là 


d : ' › 
.- Tung chiếc kim đó một cách ngâu nhiên lên mặt phẳng, 


nhà toán học Pháp Buýp-phông (Buffon) đã chỉ ra rằng xác 
suất để chiếc kim cắt một trong các đường thẳng đã vẽ là 
lÏ 


ng 


Bây giờ ta tung chiếc kim này w lần và giả sử có k lần chiếc 
kim cắt một trong các đường thẳng đã vẽ. Vì tần suất 


. 


— ® có nên ta su . 
NˆPThn lá LUẠI 
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Buýp-phông đã thí nghiệm bằng cách tung một chiếc kim 2212 lần và thu được 
704 lần chiếc kim cắt một trong các đường thẳng đã vẽ. Do đó 
2212 
— 704 
Sau đó, nhà toán học Piếc-xơn (Pearson) đã tung một chiếc kim nhiều lần hơn và 
tìm được 7r ~ 3,1415929. Nếu tăng số lần tung chiếc kim lên thì sẽ tính gần đúng số 


~ 3,142045. 


7. với độ chính xác cao hơn. 


2. Một tình huống khác có xuất hiện số r 


Nếu ta chọn ngẫu nhiên hai số thực x và y trong khoảng (0 ; 1) thì có thể chứng minh 

được rằng xác suất để ba số +, y và 1 là độ dài ba cạnh của một tam giác nhọn bằng 

4 —= àus .À ` xử ` A⁄, ` F` ^ Ẩ: : 

—- Bạn hãy mời nhiều người (càng nhiều càng tốt) và yêu câu mỗi người chọn 

lấy hai số dương trong khoảng (0 ; 1). Sau đó, bạn yêu cầu mỗi người kiểm tra xem 

hai số đó và số 1 có là độ dài ba cạnh của tam giác nhọn không. Giả sử có ø người 
ó" và người nói "không". Vì tần suất ƒ xấp xỉ xác suất nên 


nói "có 
H 4—Tm _. .„ H 4m 
= na... }: : 
n+mm 4 n+m n+m 


Bạn không tin hãy thử thí nghiệm xem sao ! 


BIẾN NGẪU NHIÊN RỜI RẠC 


Khái niệm biến ngẫu nhiên rời rạc 

Ví dụ 1. Gieo đồng xu 5 lần liên tiếp. Kí hiệu X là số lần xuất hiện mặt ngửa. 

Đại lượng X có các đặc điểm sau : 

— Giá trị của X là một số thuộc tập {0, 1, 2, 3, 4, 5} ; 

— Giá trị của X là ngẫu nhiên, không đoán trước được. 

Ta nói X là một biến ngẫu nhiên rời rạc. 

Một cách khái quát : 
Đại lượng X được gọi là một biến ngẫu nhiên rời rạc nếu nó 
nhận giá trị bằng số thuộc một tập hữu hạn nào đó và giá trị ấy là 
ngẫu nhiên, không dự đoán trước được. 


2. Phân bố xác suất của biến ngẫu nhiên rời rạc 


@›, 


Giả sử X là một biến ngẫu nhiên rời rạc nhận các giá trị { xị, xạ...., x„ }. Ð) 
hiểu rõ hơn về X, ta thường quan tâm đến xác suất để X nhận giá trị x„ tức là 


các số P(X= +x¿) = jạ với k= I, 2,.... n. 


Các thông tin về X như vậy được trình bày dưới dạng bảng sau đây : 


X XI X2 bị Ị 


P Dị Đạ ... Dạ 


Bảng 1 
Bảng 1 được gọi là bảng phân bố xác suất của biến ngẫu nhiên rời rạc X. 
Người ta chứng minh được rằng trong bảng 1, tổng các số ở dòng thứ hai bằng 
Dị + pạ +... + p„ =]. 
Ví dụ 2. Số vụ vi phạm luật giao thông trên đoạn đường A vào tối thứ bảy 


hàng tuần là một biến ngẫu nhiên rời rạc X. Giả sử X có bảng phân bố xác suất 
như sau : 


X 0 1 2 3 4 5 


P 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1 


Bảng 2 


Nhờ bảng 2 ta biết được chẳng hạn xác suất để tối thứ bảy trên đoạn đường A 
không có vụ vi phạm luật giao thông nào là 0,1 và xác suất để xảy ra nhiều 
nhất một vụ vi phạm luật giao thông là 0,1 + 0,2 = 0,3. 


IHÌ| Tính xác suất để tối thứ bảy trên đoạn đường A : 
a) Có hai vụ vi phạm luật giao thông ; 


b) Có nhiều hơn ba vụ vi phạm luật giao thông. 


Ví dụ 3. Một túi đựng 6 viên bi đỏ và 4 viên bi xanh. Chọn ngẫu nhiên 3 viên 
bi. Gọi X là số viên bị xanh trong 3 viên bị được chọn ra. Rõ ràng X là biến 
ngẫu nhiên rời rạc nhận giá trị trong tập {0, 1, 2, 3}. 
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Để lập bảng phân bố xác suất của X ta phải tính các xác suất P(X= 0), P(X= I), 
P(X= 2) và P(X= 3). 
Số trường hợp có thể là Cỷ, = 120. 


Ta có P(X = 0) là xác suất chọn được cả 3 viên bị đỏ. Số cách chọn 3 viên bị 

201 
ö là Cả =20. Vậy PX=0)= —— =—- 

đỏ là Cz 0. Vậy P(X=0) 120 6 

Ta có P(X= I) là xác suất để chọn được I1 viên bi xanh và 2 viên bi đỏ. Ta có 

Cj = 4 cách chọn I1 viên bi xanh và Có = 15 cách chọn 2 viên bi đỏ. Theo 

quy tắc nhân, ta có 4.15 = 60 cách chọn 1 viên bi xanh và 2 viên bi đỏ. Vậy 

60 1 


|H2| Hãy tính P(X = 2) và P(X = 3) rồi lập bảng phân bố xác suất của X. 


Kì vọng 


ĐỊNH NGHĨA 
Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị là 
{ xị., xạ..... x„ }. Kì vọng của X, kí hiệu là EŒ), là một số được 


tính theo công thức 


n 
¡=l 
ở đó p; = PŒX = x,), (= 1,2,.... n). 


Ý nghĩa : EŒ) là một số cho ta một ý niệm về độ lớn trung bình của X. Vì thế 
kì vọng E(Œ) còn được gọi là giá trị trung bình của X. 

Nhán xé. Kì vọng của X không nhất thiết thuộc tập các giá trị của X. 

Ví dụ 4. Gọi X là số vụ vi phạm luật giao thông trong đêm thứ bảy ở đoạn 
đường 4 nói trong ví dụ 2. Tính E(@\). 

Giải 

Ta có EŒ)=0.0,1+1.0,2+2.0,3+3.0,22+4.0,1I+5.0,1=2,43. 


4. 


(Như vậy ở đoạn đường A mỗi tối thứ bảy có trung bình 2,3 vụ vi phạm luật 
Ø1ao thông). L] 
Phương sai và độ lệch chuẩn 
a) Phương sai 

ĐỊNH NGHĨA 


Cho X là biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị là {xị, xa, ..., X„}. 
Phương sai của X, kí hiệu là VŒJ), là một số được tính theo công thức 
VỢ) = (ị — 0) pị + (X; — 8Ÿ py +-: + (X„ — ĐỘ Pụ 


lú 2 
= Sơ, =0). 
i=l 
ở đó 7; = P(X = x,) (¡= 1,2,..., n) và „= EŒ\). 
Ý nghĩa : Phương sai là một số không âm. Nó cho ta một ý niệm về mức độ 
phân tán các giá trị của X xung quanh giá trị trung bình. Phương sai càng lớn 
thì độ phân tán này càng lớn. 


b) Độ lệch chuẩn 


ĐỊNH NGHĨA 


Căn bậc hai của phương sai, kí hiệu là ø(X), được gọi là độ lệch 
chuẩn của X, nghĩa là 


ơ(X) = 4V@). 
Ví dụ 5. Gọi X là số vụ vi phạm luật giao thông vào tối thứ bảy nói trong ví dụ 2. 
Tính phương sai và độ lệch chuẩn của X. 
Giải 
Từ ví dụ 4 ta có. = EŒ) = 2,3. Từ công thức tính phương sai, ta có 
VỢ) =(0~ 2,3). 0,1 + (1— 2,3/..0;2+(2— 2,3)”. 0,3 + (3 — 2,3)”. 0,2 
+(4—2,3/”..0,1+(5— 2,3)”. 0,1 = 2,01. 
Độ lệch chuẩn là ø(X) = 4/2,01 ~ 1,418 LI 
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43. 


44. 


45. 


4ó. 
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CHÚ Ý 


Có thể chứng minh được rằng 


n 
VỢ) =Đ xỶ pị — #”. 


¡ml 


q) 


Trong thực hành, ta thường dùng công thức (1) để tính phương sai. 


Ví dụ 6. Dùng công thức (1) để tính phương sai của số vụ vi phạm luật giao 
thông trong ví dụ 2, ta có 


VỢ) = 02.0,1+ 12.0,2 + 22.0,3 + 3ˆ.0,2 + 4ˆ.0,1+ 5ˆ.0,1— (2,3) = 2,01. 


ˆ 2m ` ` m ˆ 

0âu húi và hài tận 
Một cuộc điều tra được tiến hành như sau : Chọn ngẫu nhiên một bạn học sinh 
trên đường và hỏi xem gia đình bạn đó có bao nhiêu người. Gọi X là số người 
trong gia đình bạn học sinh đó. Hỏi X có phải là biến ngẫu nhiên rời rạc không ? 
Vì sao 2 
Chọn ngẫu nhiên một gia đình trong số các gia đình có ba con. Gọi X là số con 
trai trong gia đình đó. Hãy lập bảng phân bố xác suất của X (giả thiết rằng xác 
suất sinh con trai là 0,5). 
Số ca cấp cứu ở một bệnh viện vào tối thứ bảy là một biến ngẫu nhiên rời rạc X 
có bảng phân bố xác suất như sau : 


X 0 l 2 Đ 4 5 
P 0,15 


0,2 0,3 0,2 0,1 0,05 


Biết rằng, nếu có hơn 2 ca cấp cứu thì phải tăng cường thêm bác sĩ trực. 

a) Tính xác suất để phải tăng cường thêm bác sĩ trực vào tối thứ bảy. 

b) Tính xác suất để xảy ra ít nhất một ca cấp cứu vào tối thứ bảy. 

Số cuộc điện thoại gọi đến một tổng đài trong khoảng thời gian 1 phút vào 
buổi trưa (từ 12 giờ đến 13 giờ) là một biến ngẫu nhiên rời rạc X có bảng phân 
bố xác suất sau : 


X 0 1 ^ 3 4 Mỹ 


0,3 0,2 0,15 0,15 0,1 0,1 


Tính xác suất để trong khoảng thời gian từ 12 giờ 30 phút đến 12 giờ 31 phút 
có nhiều hơn 2 cuộc gọi. 

47. Tính kì vọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X trong 
bài tập 44 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 

48. Tính kì vọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X trong 
bài tập 45 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 

49. Tính kì vọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X trong 
bài tập 46 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


Bài đoc thêm 


LIÊN HỆ GIỮA BIẾN NGẪU NHIÊN RỜI RẠC 
VÀ THỐNG KÊ 


Xét dấu hiệu X với tập giá trị hữu hạn { x¡, x¿,..., x„ }. Giả sử trên một mẫu điều tra 
kích thước N về dấu hiệu X, ta thấy có ø, số liệu có giá trị x; (Œ = I1, 2,..., n), tức là 


giá trị x; có tần số ø„,. Tần suất của giá trị +x; là ƒ; = n. 

Khi đó bảng phân bố tần suất của mẫu số liệu trên là 
Giá trị x XI %2 lo Xn 
Tần suất ƒ HÌ % .„ th 


Có thể coi dấu hiệu X nói trên là một biến ngẫu nhiên rời rạc với tập giá trị { Ấy: má độ lu 
Giả sử phân bố xác suất của X là 


X *Ị *2 ~ Tụ 


P Dị Da An Dụ 


Chúng ta đã biết rằng tần suất ƒ; là một giá trị gần đúng của xác suất p,. Do đó 
bảng phân bố tần suất của mẫu số liệu cho ta một "hình ảnh" gần đúng về bảng 
phân bố xác suất của X. 


9] 


Số trung bình của mẫu số liệu là x = 


vs ÖMc 


Vì ƒ; ~ Pp, tên X= Š ni * » E(X). 


¡=l 
Như vậy, số trung bình của mẫu số liệu là một giá trị gần đúng của kì vọng của X. 
Tương tự, phương sai của mẫu số liệu là 


` vớ = ”/ˆ 


= 


=> G¡—)?/,x  Œ = )”pị = V(X) 


NụN 
¡=l r=l 


ở đó  = EŒ@). 
Vậy phương sai và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu là các giá trị gần đúng của 
phương sai và độ lệch chuẩn của X. 


Luyện tận 


50. Chọn ngẫu nhiên 3 đứa trẻ từ một nhóm trẻ gồm 6 trai và 4 gái. Gọi X là số bé 


gái trong số 3 đứa trẻ được chọn. Lập bảng phân bố xác suất của X. 


51. Số đơn đặt hàng đến trong một ngày ở một công ti vận tải là một biến ngẫu 


nhiên rời rạc X có bảng phân bố xác suất như sau : 


X 0 1 5; 3 4 5 


P 0,1 0,2 0,4 0,1 0,1 0,1 


a) Tính xác suất để số đơn đặt hàng thuộc đoạn [I ; 4]. 
b) Tính xác suất để có ít nhất 4 đơn đặt hàng đến công ti đó trong một ngày. 
c) Tính số đơn đặt hàng trung bình đến công t¡ đó trong một ngày. 


52. Cho biến ngẫu nhiên rời rạc Xcó bảng phân bố xác suất như sau : 
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X 


0 


l 


5) 


3 


4 


5 


6 


7 


P 


0,01 


0,05 


0,1 


0,14 


0,18 


0,25 


0,15 


0,07 


0,04 


0,01 


a) Tính P(2< X< 7). 


b) Tính P(X> 5). 


53. Cho biến ngẫu nhiên rời rạc Xcó bảng phân bố xác suất như sau : 


X 0 1 2 5 


p.IL|15|2|3 
28 | 56 56 14 


Tính E(Œ), V(J) và ø(Œ) (tính chính xác đến hàng phần nghìn). 


54. Cho biến ngẫu nhiên rời rạc Xcó bảng phân bố xác suất như sau : 


X 15 18 | 2I 24 


3 SXi 15 l 
14 | 56 | 56 | 28 


P 


Tính E(Œ), V(J) và ø() (tính chính xác đến hàng phần nghìn). 


0âu hủi và hài tập ôn tập chương II 


55. Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số chắn có ba chữ số 
(không nhất thiết khác nhau) ? 
56. Từ các chữ số I, 2, 3, 4, 5 có thể lập nên bao nhiêu số chắn có ba chữ số khác nhau ? 
57. Xét sơ đồ mạng điện (h. 2.4) có 9 công tắc, trong đó mỗi công tắc có hai trạng 
thái đóng và mở. 
a) Hỏi mạng điện có thể có bao nhiêu cách đóng - mở 9 công tắc trên ? 
b) Hỏi mạng điện có bao nhiêu cách đóng - mở 9 công tắc trên để thông mạch 
từ A đến Ö (tức là có dòng điện đi từ A đến Ö) ? 


Hình 2.4 


58. Trong không gian cho tập hợp gồm 9 điểm trong đó không có 4 điểm nào 
đồng phẳng. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tứ diện với các đỉnh thuộc tập hợp 
đã cho ? 
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59. 


60. 
61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 
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Một câu lạc bộ có 25 thành viên. 

a) Có bao nhiêu cách chọn 4 thành viên vào Uỷ ban Thường trực ? 

b) Có bao nhiêu cách chọn Chủ tịch, Phó Chủ tịch và Thủ quỹ ? 

Tìm hệ số của xŠy” trong khai triển của(3x + 2y)!7. 

Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên bé hơn 1000. Tính xác suất để số đó : 

a) Chia hết cho 3 ; 

b) Chia hết cho 5. 

Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài trong cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 quân bài. Tính xác 
suất để trong 5 quân bài này có quân 2 rô, quân 3 pích, quân 6 cơ, quân 10 
nhép và quân K cơ. 

Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài trong cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 quân bài. Tính xác 
suất để trong 5 quân bài này có ít nhất một quân át (tính chính xác đến hàng 
phần nghìn). 

Có hai hòm, mỗi hòm chứa 5 tấm thẻ đánh số từ 1 đến 5. Rút ngẫu nhiên từ 
mỗi hòm một tấm thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên hai tấm thẻ rút ra 
không nhỏ hơn 3. 

Có ba hòm, mỗi hòm chứa 5 tấm thẻ đánh số từ I đến 5. Rút ngẫu nhiên từ 
mỗi hòm một tấm thẻ. Tính xác suất để : 

a) Tổng các số ghi trên ba tấm thẻ rút ra không nhỏ hơn 4 ; 

b) Tổng các số ghi trên ba tấm thẻ rút ra bằng 6. 

Số lỗi đánh máy trên một trang sách là một biến ngẫu nhiên rời rạc X có bảng 
phân bố xác suất như sau : 


X 0 l 2 3 4 5 


l 0,01 0,09 0,3 0,3 0,2 0,1 


Tính xác suất để : 

a) Trên trang sách có nhiều nhất 4 lỗi ; 

b) Trên trang sách có ít nhất 2 lỗi. 

Có hai túi : túi thứ nhất chứa ba tấm thẻ đánh số 1, 2, 3 và túi thứ hai chứa bốn 
tấm thẻ đánh số 4, 5, 6, 8. Rút ngẫu nhiên từ mỗi túi một tấm thẻ rồi cộng hai 
số phi trên hai tấm thẻ với nhau. Gọi X là số thu được. 


a) Lập bảng phân bố xác suất của X. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


b) Tính E@W. 

Một nhóm có 7 người, trong đó gồm 4 nam và 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên 3 người. 
Gọi X là số nữ trong 3 người được chọn. 

a) Lập bảng phân bố xác suất của X. 

b) Tính E() và V() (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


Bài tập trác nghiệm khách quan 


Trong các bài từ 69 đến 73, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 
Trong các số nguyên từ 100 đến 9909, số các số mà các chữ số của nó tăng dần 
hoặc giảm dần (kể từ trái sang phải) bằng 

(A) 120; (B) 168; (@ 204; (D) 216. 

Một đội xây dựng gồm 10 công nhân, 3 kĩ sư. Để lập một tổ công tác, cần 
chọn một kĩ sư làm tổ trưởng, một công nhân làm tổ phó và 5 công nhân làm 
tổ viên. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 

(A) 3780; (B) 3680; (CO 3760; (D) 3520. 

Với các chữ số 0, I1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số chấn gồm 5 chữ 
số đôi một khác nhau (chữ số đầu tiên phải khác 0) ? 

(A) 1250; (B) 1260; (C) 1280; (Ð) 1270. 


? sau khi khai triển và rút gọn đa thức là 


Hệ số của x 
H3ãy 4 (1) #2031 ta)" 

(A) 3001; (B) 3003; (Œ@ 3010; (D) 2901. 

Hai xạ thủ độc lập với nhau cùng bắn vào một tấm bia. Mỗi người bắn một 

viên. Xác suất bắn trúng của xạ thủ thứ nhất là 0,7 ; của xạ thủ thứ hai là 0,8. 

Gọi X là số viên đạn trúng bia. Tính kì vọng của X. 


(A) 1,75; (B) 1,5; (1,534; (D) 1,6. 
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Du gũ " 
Chương EñĐ SŨ CỘNG V1 EñP Số I.HAH 


Chương này giới thiệu một loại hàm số mới - Dãy số, và 
đồng thời giúp học sinh tìm hiểu một số vấn đề đơn giản 
xung quanh hai loại dãy số đặc biệt - Cấp số cộng và 
cấp số nhân. Cũng trong chương này, chúng ta sẽ làm 
quen với một phương pháp chúng minh mới - Phuơng 
pháp quy nạp toán học. 

Hi vọng rằng, việc vận dụng kiến thức trong chương để 
giải quyết các bài toán được đặt ra ở các môn học cũng 
như trong thực tế cuộc sống sẽ mang lại nhiều điều bổ 
ích và lí thú. 


` ] PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 


1. Phương pháp quy nạp toán học 
Trong nhiều lĩnh vực khác nhau của toán học (số học, đại số, hình học, 
giải tích, ...), ta thường gặp những bài toán với yêu cầu chứng minh mệnh đề 
chứa biến A() là một mệnh đề đúng với mọi giá trị nguyên dương của biến ¡ø. 
Xét bài toán : Chứng mình rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 

nín + l)(n + 2) 


12+ 2.3+...+ n(n+ 1) = 5 


q) 


|H1| a) Hãy kiểm tra đẳng thức (1) khi n = 1. 


b) Em có thể kiểm tra đẳng thức (L) với mọi giá trị nguyên dương của n hay không ? 


Nhận thấy, ta có thể chứng minh được khẳng định sau : 
"Với k là một số nguyên dương tuỳ ý, nếu (1) đã đúng khi ø = k thì nó cũng 
đúng khi n = k + 1.” 

Điều đó có nghĩa là : "Nếu ta đã có 

k(k + l)(k + 2) 


1.2+2.3+...+k(k+ 1l) = 3 


(2) 
thì ta cũng sẽ có 


l2%24:94vxlvTfjeifgfi(lbeolia, CC 2U DU, 


3 
Thật vậy, theo (2) ta có 
1.2+2.3+...+k(k+ lI)+(k+ 1I)k+2) = _—-. +(k+l)k+2) 
_ (k+l\(k+2)(k +3) 
nhưng xuan 


Nhờ việc kiểm nghiệm (1) đúng khi ø = 1 và kết quả vừa chứng minh trên, ta 
có thể suy ra (1) đúng với mọi giá trị nguyên dương của 7. 


Đỹ 
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Thật vậy, vì (1) đúng khi ø = 1 nên theo kết quả vừa chứng minh trên, nó 
cũng đúng khi ø = l + I = 2. Tương tự như thế, vì đúng khi ø = 2 nên nó 
sẽ đúng khi ø = 2 + 1 = 3; và do đã đúng khi ø = 3 nên nó phải đúng khi 
n=3+I=4;.... Tiếp tục quá trình suy luận đó, ta đi đến kết luận (1) đúng 
với mọi giá trị nguyên dương của 0. Bài toán được giải quyết. 

Một cách khái quát : 

Để chứng minh mệnh đề chứa biến A() là một mệnh đề đúng với mọi giá trị 
nguyên dương của 7, ta thực hiện hai bước sau : 

e Bước 1 (bước cơ sở, hay bước khởi đầu). Chứng minh A(n) là một mệnh đề 
đúng khi n = l. 

e Bước 2 (bước quy nạp, hay bước “di truyền"). Với k là một số nguyên dương 
tuỳ ý, xuất phát từ giả thiết A(z) là một mệnh đề đúng khi ø = &, chứng minh 
A() cũng là một mệnh đề đúng khi ø = k + l. 

Người ta gọi phương pháp chứng minh vừa nêu trên là phương pháp quy nạp 
toán học (hay còn gọi tắt là phương pháp quy nạp). Giả thiết được nói tới ở 
bước 2 gọi là giả thiết quy nạp. 


Một số ví dụ áp dụng 
Ví dụ 1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương ø, ta luôn có 


2 2 
Ủ+2Ö+ 2 + = TT, (3) 


Giải 
Ta sẽ giải bài toán bằng phương pháp quy nạp. 
® Với ứø = Ì, ta có 
2 ò 
lẻ TC TạtÙ, 
4 
Như vậy, (3) đúng khi øò = ]. 


e Giả sử (3) đúng khi ø = k, k e Ñ*, tức là 


2 2 
17% 49 ——. 
ta sẽ chứng minh nó cũng đúng khi n = k + I, tức là 
_ Œ#+U@&+2Ÿ 


I9 1 sápk Hai lộ P 


Thật vậy, từ giả thiết quy nạp, ta có 


3 2 
142 #.»‡K 041) 7< — 10049187 
2 2 2 
= +) .(Ÿ+4k +4) = Qw+D @Q+2) 
4 4 
Vậy (3) đúng với mọi số nguyên dương ¡. IR 


|H2| Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 


1+3+5+...+(n— 1) = z. 
Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có 


2 — 
1?+37+...+(Qn— L = _— 
CHÚ Ý 
Trong thực tế, ta còn gặp các bài toán với yêu cầu chứng minh 
mệnh đề chứa biến A(z) là một mệnh đề đúng với mọi giá trị 
nguyên dương 7ø > p, trong đó p là một số nguyên dương cho trước. 
Trong trường hợp này, để giải quyết bài toán đặt ra bằng phương 
pháp quy nạp, ở bước I ta cần chứng minh A() là mệnh đề đúng 
khi ø = p và ở bước 2, cần xét giả thiết quy nạp với & là số nguyên 
dương tuỳ ý lớn hơn hoặc bằng p. 
Ví dụ 2. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương ø > 3, ta luôn có 
2”> 2n+1. @® 
Giải 
Ta sẽ giải bài toán bằng phương pháp quy nạp. 
® VỚI ứø = 3, ta có 
2” =2Ì= 8 và 2n+1= 23+1= 7, 
Rõ ràng 8 > 7, và do đó (4) đúng khi ø = 3. 
e Giả sử (4) đúng khi ø =k,k c6 Ñ* và k>3, tức là 
2$. 98.+1, 
ta sẽ chứng minh nó cũng đúng khi ø = k + I, tức là 
2" Lu$ 2(04 1) 1, 
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Thật vậy, từ giả thiết quy nạp, ta có 
2*†! = 22 > 2(2k+1)= 4k+2 > 2k+3 = 2@&+1)+l. 


Vậy (4) đúng với mọi số nguyên dương 7 > 3. II 


Câu höi và hài tận 
1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương ø, ta luôn có đẳng thức sau : 
nín + ]) 
Đ¿ 
2. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương ø, ta luôn có đẳng thức : 
2nữ + DŒn + D. 
3 
3. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương ø, ta luôn có bất đẳng thức : 
bề. 50a dc ¡@t 0N 


v2 vn 


4. Chứng minh rằng với mọi số nguyên ø > 2, ta luôn có đăng thức sau : 


xi nh ni 


5... Cho zø là một số nguyên lớn hơn 1. Hãy chứng minh bất đẳng thức sau : 
| l l 13 


PT li n+2 Bếp Hi 0 2n F 2A4- 


l+2+3+..+m= 


2 2+4 “+. „+0”)ˆ = 


6. Với mỗi số nguyên dương ø, đặt w„ = 7.2”"” 7 + 3”"~. Chứng minh rằng với 
mọi số nguyên dương ø, ta luôn có „ chia hết cho 5. 
7. Cho số thực x>— 1. Chứng minh rằng 
(1+x)” > l+”wx 
với mọi số nguyên dương ¡. 
§.. Một học sinh chứng minh mệnh đề "Với k là một số nguyên dương tuỳ ý, nếu 


8+ 1 chia hết cho 7 thì 8 *! + Ị cũng chia hết cho 7” như sau : 
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Tacó: §F*!+1=8(§Ÿ+ 1)— 7. Từ đây và giả thiết "§8“ + 1 chia hết cho 7", 


hiển nhiên suy ra 8#? Ì + 1 chia hết cho 7. 
Hỏi từ chứng minh trên, bạn học sinh đó có thể kết luận được "&” + 1 chia hết 
cho 7 với mọi ø  Ñ*" hay không ? Vì sao ? 


N DÃY SỐ 


_ 46ổéïỀỆỆỆỆVWNWKRKN 


1. Định nghĩa và ví dụ 
Ở các lớp dưới, qua việc giải bài tập, ta đã làm quen với khái niệm dãy số. Khi 
đó, nói tới dãy số ta hiểu đó là kết quả thu được khi viết liên tiếp các số theo 
một quy tắc nào đó. Chẳng hạn, khi viết liên tiếp các luỹ thừa với số mũ tự 


: : l : "`... S055 
nhiên của =5 theo thứ tự tăng dần của số mũ, ta được dãy số : 


3)](5]]]4]46]- s 


Với mỗi số nguyên dương ø, kí hiệu „ là số nằm ở vị trí thứ ø (kể từ trái qua 
phải) của dãy số (1), ta có 


Điều đó cho thấy dãy số (1) thể hiện một quy tắc mà nhờ nó, ứng với mỗi số 

nguyên dương ø, ta xác định được duy nhất một số thực „. Vì thế, ta có thể 

coi dãy số (1) là một hàm số xác định trên tập hợp các số nguyên dương. 
ĐỊNH NGHĨA 1 


Một hàm số „ xác định trên tập hợp các số nguyên dương Ñ* 
được gọi là một dãy số vô hạn (hay còn gọi tắt là dãy số). 


Mỗi giá trị của hàm số được gọi là một số hạng của dãy số ; (1) được gọi là 
số hạng thứ nhất (hay số hạng đầu) ; u(2) được gọi là số hạng thứ hai ;.... 
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Người ta thường kí hiệu các giá trị (1), (2), ... tương ứng bởi w;, w;,.... 


l : , Son Đo nên (9À 
xác định trên tập Ñ*, là một dãy số. Dãy số 


Ví dụ 1. Hàm số (n) = 
n+ 


này có vô số số hạng : 


|H1| Hãy xác định các số hạng thứ 9, thứ 99 và thứ 999 của dãy số ở ví dụ trên. 
Kí hiệu. Người ta thường kí hiệu dãy số  = (n) bởi (u„), và gọi w„ là số 
hạng tổng quát của dãy số đó. 
Người ta cũng thường viết dãy số (u„) dưới dạng khai triển : 
MỊ, M2,... „ Mn ;.... 

D nh... TY: =..... 

Chăng hạn, có thể kí hiệu dãy số ở ví dụ 1 bởi mm) ; và khi viết dãy số đó 
n 


dưới dạng khai triển ta được : 
lL l ; 1 | 
Di 78000 0 5Eng lu bài 


CHÚ Ý 
Người ta cũng gọi một hàm số xác định trên tập hợp gồm ø số 
nguyên dương đầu tiên w tuỳ ý thuộc Ñ*) là một dãy số. Rõ ràng, dãy 
số trong trường hợp này chỉ có hữu hạn số hạng (n số hạng : ị, u›, 
..„ „ ) ; Vì thế, người ta còn gọi nó là đấy số hữu hạn ; uị gọi là số 
hạng đâu và u„„ gọi là số hạng cuối. 
Ví dụ 2. Hàm số „(n) = nề, xác định trên tập hợp ẤM = {1; 2 ; 3 ; 4; 5}. là một 
dãy số hữu hạn. Dãy số này có năm số hạng : 


1 là số hạng đầu và 125 là số hạng cuối. 
Viết dãy số trên dưới dạng khai triển ta được : 
1,8, 27, 64, 125. 


2. Các cách cho một dãy số 
Một dãy số được coi là xác định nếu ta biết cách tìm mọi số hạng của dãy số 
đó. Từ đó, người ta thường cho dãy số bằng một trong các cách sau : 
Cách 1 : Cho dấy số bởi công thức của số hạng tổng quát. 

n—Ì„ 

3n+l ` 

H2| Hãy tìm các số hạng 13; và ¡++¿ của dãy số vừa nêu trên. 


Chẳng hạn : "Cho dãy số (u„) vỚi w„ = 


Cách 2 : Cho dãy số bởi hệ thức truy hồi (hay còn nói : Cho dãy số bằng 
quy nạp). 
Ví dụ 3. Xét dãy số (u„) xác định bởi : ¡ = l và với mọi ø 3 2 
"- (2) 
Rõ ràng, với cách cho như trên, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của dãy số („) : 
— Do ứ¡ đã biết nên áp dụng (2) cho ø = 2 ta tìm được 1; 
uạ=2mi+l=2.1+1=3; 
— Vì biết ; nên áp dụng (2) cho ø = 3 ta tìm được s 
Mạ ==2u2+ [=2.3+1=1;..... 
Tiếp tục quá trình trên ta sẽ tìm được số hạng tuỳ ý của dãy số („). 
Ví dụ 4. Xét dãy số (r„) xác định bởi : vị =—l, yạ=2 và với mọi ø 3 3 
V„ạ =V„_1 + 2V„-2. ) 
Phân tích tương tự như đối với dãy số (u„) ở ví dụ 3, sẽ thấy : Với cách cho 


như trên, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của dãy số (v,,). 
Với (v„) là dãy số cho ở ví dụ 4, hãy tìm vạ. 


Người ta nói các dãy số (z„) và („) ở ví dụ 3 và ví dụ 4 là những dãy số được 
cho bởi hệ thức truy hồi. Các hệ thức (2) và (3) gọi là hệ thức truy hồi. 

Cách 3 : Diễn đạt bằng lời cách 
xác định môi số hạng của đấy số. 
Ví dụ 5. Cho dãy số („) với z„ là 


độ dài của dây cung AM, trong 
hình 3.1. 


Hình 3.1 
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CHÚ Ý 
Một dãy số có thể cho bằng nhiều cách. Chẳng hạn, dãy số (u„) ở 
ví dụ 3 có thể cho bởi công thức của số hạng tổng quát như sau : 


u„=2”—1, neNÑ*. 
Hãy tìm công thức của số hạng tổng quát của dãy số (w„) ở ví dụ 5. 
Dãy số tăng, dãy số giảm 
ĐỊNH NGHĨA 2 


Dãy số („„) được gọi là dãy số tăng nếu với mọi 7 ta cÓ w„ < „ạ.¡. 


Dấy số (u„) được gọi là dãy số giảm nếu với mọi 7 ta có „ > „.... 


Ví dụ 6 
a) Dãy số (w„) VỚI u„ = z” là một dãy số tăng, vì với mọi m ta luôn có 
3 2 
M„=Hˆ < (n+ l =M„„Ị. 
b) Dãy số („) ở ví dụ 1 là một dãy số giảm, vì với mọi ? ta luôn có 
l ` lL_— 
Hd (J8 2 


Mu = Hạ + Ị- 


HB| Hãy cho một ví dụ về dãy số tăng, một ví dụ về dãy số giảm và một ví dụ về 
dãy số không tăng cũng không giảm. 


Dãy số bị chặn 
ĐỊNH NGHĨA 3 
a) Dãy số (u„) được gọi là dãy số bị chặn trên nếu tồn tại một 
số M sao cho 


VncÑ*, „w„ < M. 


b) Dấy số (u„) được gọi là dãy số bị chặn dưới nếu tồn tại một 
Số m sao cho 
Vnc*,  m„ạ > m. 
c) Dấy số (z„) được gọi là dãy số bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên, 
vừa bị chặn dưới ; nghĩa là, tồn tại một số Mí và một số z sao cho 
VneÑ*, m < u„ <S M. 


19. 


Ví dụ 7 
a) Dãy số („„) nói tới ở phần a) ví dụ 6 là dãy số bị chặn dưới, vì 
VneN*,  „wạ > T. 


Tuy nhiên, dãy số đó không bị chặn trên, vì không có số M để cho 
Vne*j mạ < M. 


b) Dấy số (w„) VỚI w„ = ác 


ï là dãy số bị chặn, vì với mọi  e Ñ* ta luôn có 


Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 

a) Mỗi hàm số là một dãy số. 

b) Mỗi dãy số là một hàm số. 

c) Mỗi dãy số tăng là một dãy số bị chặn dưới. 

đ) Mỗi dãy số giảm là một dãy số bị chặn trên. 

e) Nếu (z„) là một dãy số hữu hạn thì tồn tại các hằng số zn và M, với m < M, 


sao cho tất cả các số hạng của („) đều thuộc đoạn [zr ; M]. 


_` 2m ` ` m _` 
0âu hỏi và hài tận 
Tìm 5 số hạng đầu của mỗi dãy số sau : 
2n? —3 


a) Dãy số (w„) VỚI Mạ ————— ; 
n 


LÊN TY 20L : 
4 nề 


c) Dãy số („) với „„= (— 1).V4". 
Tìm số hạng thứ 3 và số hạng thứ 5 của mỗi dãy số sau : 


b) Dấy số (u„) với „„= sin 


a) Dãy số (u„) xác định bởi : 


u„=Ũ VÀ tM„= —- với mọi ñ#> 2; 


„2 ¡ị ÐÌ 
b) Dấy số (u„) xác định bởi : 
Mị = Ì, Iy=—2_ Về H„ạ= H„_¡ — 2M„ ; VỚI mỌI ñ3 3. 
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11. 


12. 


13. 


14. 
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Cho hình vuông A¡B¡C¡D;, có AI 42 Bị 


cạnh bằng 6cm. Người ta dựng “13-5... 
các hình vuông A›B;C›;D;, B› 
AzBzCzDa,..., A„B„C„D„, ... theo 

cách sau : Với mỗi n = 2, 3, 4... c 

lấy các điểm A„, B„, C„ạ và D„ 


tương ứng trên các cạnh A„_¡B„_¡. 


Bạ 1Cn b Cn tĐn l và Dạ — LẦn -l N ị 
sao cho A„_¡A„= lcm và A„B„C„D„ -. 
là một hình vuông (h. 3.2). " 

ù 


Xét dãy số („) với w„ là độ dài _= 
cạnh của hình vuông A„B„C,„D„. 
I 


Hn 
Hãy cho dãy số (⁄„) nói trên bởi Hình 3.2 
hệ thức truy hồi. 
Cho dãy số („) xác định bởi : 

úị=Ï Và u„= 2u„_¡ + 3 với mọi ñ> 2. 

Bằng phương pháp quy nạp, chứng minh rằng với mọi ø > 1 ta có u„= 2”” ty 3, 
Hãy xét tính tăng, giảm của các dãy số sau : 
a) Dãy số (u„) VỚI w„ = nh — 3n” + 5n — 7 : 


: ( +Ì 
b) Dấãy số (x„) VỚI x„= = ' 
c) Dãy số („) với a„= vn+l1 — vn. 


Hướng dân : 
a) Xét hiệu „1 — Hạ. 


mm... ^-< 
b) Xét tỉ số  —” 
Ÿn+1 


c) Viết lại công thức xác định z„ dưới dạng 


1 
đạ” ———————— ' 
, XH3©Ï s4) n 


Tiếp theo, xét tỉ số - 
Ẩn +1 
Chứng minh rằng dãy số („) với 
2n+3 
R 3+2 


là một dãy số giảm và bị chặn. 


Bài đoc thêm 


DÃY SỐ PHI-BÔ-NA-XI 


Phi-bô-na-xi (Fibonacci) (còn có tên là Lê-ô-na-đô Đa 
Pi-da (Leonarda da Pisa)) là một nhà toán học nổi 
tiếng người I-ta-li-a. Trong cuốn sách Li-bơ A-ba-xi 
(Liber Abacci - Sách về toán đồ), do ông viết vào 
năm 1202, có bài toán sau : 


"Một đôi thỏ (gồm một thỏ đực và một thỏ cái) cứ 
mỗi tháng đẻ được một đôi thỏ con (cũng gồm một 
thỏ đực và một thỏ cái) ; mỗi đôi thỏ con, khi tròn hai 
tháng tuổi, lại mỗi tháng đẻ ra một đôi thỏ con, và 
quá trình sinh nỏ cứ thế tiếp diễn. Hỏi sau một năm 
sẽ có tất cả bao nhiêu đôi thỏ, nếu đầu năm (tháng 
giêng) có một đôi thỏ sơ sinh ?" 


Tháng 
1ˆ ° 


10_ 4+ d¿o do cáo cáo do d áo do áo d áo do d do d áo do ở 


"Gia đình nhà thỏ trong 10 tháng” 


Fibonacci (1170 - 1250) 


Số đôi thỏ 


1 


Rõ ràng ở tháng giêng, cũng như ở tháng 2, chỉ có một đôi thỏ. Sang tháng 3, đôi thỏ 


này sẽ đề ra một đôi thỏ con, vì thế ở tháng này sẽ có 2 đôi thỏ. Sang tháng 4, vì vẫn 
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chỉ có đôi thỏ ban đầu sinh con nên ở tháng này sẽ có 3 đôi thỏ. Sang tháng 5, do có 
hai đôi thỏ (đôi thỏ ban đầu và đôi thỏ được sinh ra ở tháng 3) cùng sinh con nên ở 
tháng này sẽ có 3 + 2 = 5 đôi thỏ ;.... 
Một cách khái quát, nếu với mỗi số nguyên dương ø, kí hiệu Ƒ„ là số đôi thỏ có ở 
tháng thứ nở, thì với ø > 3 ta có 

F„= F„_¡ + Số đôi thỏ được sinh ra ở tháng thứ ¡. 


Do các đôi thỏ được sinh ra ở tháng thứ ø - 1 chưa thể để con ở tháng thứ ø, và ở 
tháng này mỗi đôi thỏ có ở tháng thứ ø - 2 sẽ đẻ ra một đôi thỏ con nên số đôi thỏ 
được sinh ra ở tháng thứ ø chính bằng #„ ›. 

Như vậy, việc giải quyết bài toán nói trên của Phi-bô-na-xi dẫn ta tới việc khảo sát 
dãy số (Ƒ„), xác định bởi 


h.=1,H;=lIvàF,=H„ ¡+F„ ; — với mọi n> 3. 
Dãy số trên sau này được nhà toán học Pháp E. Lu-ca (Edouard Lucas 1842 —- 1891) 
gọi là dãy số Phi-bô-na-xi. Các số hạng của dãy số Phi-bô-na-xi được gọi là các số 
Phi-bô-na-xi. 
Bằng phương pháp quy nạp toán học, người ta đã chứng minh được rằng 


1 
F„ạ =—=(œ” - Ø”}ÿ” với mọi n> 1, 


5 
trong đó ø là nghiệm dương và / là nghiệm âm của phương trình 3< e0, 


Dãy số Phi-bô-na-xi có rất nhiều tính chất đẹp, chẳng hạn : 
2 _— n—] ⁄i h : 
1) lạ = lạ 1fzv¡ +(=D với mọi ứ 3 2 ; 


2) h + h + Fs PP” Sản hon T = họn với mọi He ÑN* : 


3) II KG đếm =2„.¡ với mọi n e Ñ*; 


Dãy số Phi-bô-na-xi có liên quan mật thiết với nhiều vấn đề của toán học (số nguyên 
tố trong dãy số Phi-bô-na-xi, số vàng, hình chữ nhật vàng, số r, ...), vật lí học, ... . 
Các số Phi-bô-na-xi có nhiều liên quan với tự nhiên và nghệ thuật (hội hoạ, âm 
nhạc, ...) ; chúng xuất hiện ở nhiều nơi trong thiên nhiên. Chẳng hạn, hầu hết các 
bông hoa có số cánh hoa là một trong các số #¿, Ƒz, Ƒ¿, F7, Fạ, Fọ. Ho. Fị¡ : hoa 
loa kèn có 3 cánh, hoa mao lương vàng có 5 cánh, hoa phi yến có 8 cánh, hoa cúc 
vạn thọ có 13 cánh, hoa cúc tây có 2l cánh, hoa cúc thường có 34, 55 hoặc 
89 cánh, ... . 


Luyện tận 


15. Cho dãy số („„) xác định bởi 


Mịạ =3 Về M„,ị= „+5 với mọi ñ 3 Ì. 


a) Hãy tính nạ, ux Và uạ. 
b) Chứng minh rằng „ = 5 T— 2 với mọi ø > ]. 
16. Cho dãy số („„) xác định bởi 
u„=Í VÀ M„¿ị= ứ„+(n+ 1).2” với mọi ñ> 1. 
a) Chứng minh rằng („) là một dãy số tăng. 
b) Chứng minh rằng 
u„= 1+(n—1).2" 
với mọi #?> Ï. 
17. Cho dãy số (u„) xác định bởi 


Mịạ=Ì Về M„ạ.ị= với mọi ứ> Ì. 


u2 


nón 


Chứng minh rằng (u„) là một đấy số không đổi (dãy số có tất cả các số hạng 
đều bằng nhau). 

18. Cho dãy số (s„) với s„= sin (4n — Đề 
a) Chứng minh rằng s„= s„„ với mọi ø > Ï. 


b) Hãy tính tổng 15 số hạng đầu tiên của dãy số đã cho. 


N 5 CẤP SỐ CỘNG 


1. Định nghĩa 
Quan sát dãy các số tự nhiên 
0,1, 2,...,m,m+1,... 
ta thấy các số hạng của nó có một mối liên hệ đặc biệt : Kể từ số hạng thứ hai, 
mỗi số hạng bằng tổng của số hạng đứng ngay trước nó và l. 
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Ta còn gặp nhiều dãy số khác cũng có tính chất tương tự như dãy số trên trong 
các lĩnh vực khác nhau của khoa học, kĩ thuật, cũng như trong thực tế cuộc 
sống. Người ta gọi các dãy số như vậy là những cấp số cộng. 


ĐỊNH NGHĨA 
Cấp số cộng là một dãy số (hữu hạn hay vô hạn) mà trong đó, 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tổng của số hạng 
đứng ngay trước nó và một số đ không đổi, nghĩa là 
(„„) là cấp số cộng © Vn>2, w„„= m„_¡ + đ. 


Số đ được gọi là công sai của cấp số cộng. 


Ví dụ 1 
a) Dãy các số tự nhiên lẻ 
1;3,5,:.,2—1,:‹ 


là một cấp số cộng với công sai đ = 2. 


b) Dãy số - 3, 1, 5, 9, 13, 17, 21,25 là một cấp số cộng với công saiZ=4.  LÏ 


H1| Trong các dãy số sau, dãy số nào là cấp số cộng ? Vì sao ? 
gì <Š`<ở E37; 10 
b) 3,5;5; 6,5;9; 10,5; 12. 


2. Tính chất 
Ta có định lí sau : 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu („) là một cấp số cộng thì kể từ số hạng thứ hai, mỗi số 
hạng (trừ số hạng cuối đối với cấp số cộng hữu hạn) đều là 
trung bình cộng của hai số hạng đứng kề nó trong dãy, tức là 


— HựT1 † Hưài , 
2 


Hy 


Chứng mình 
Gọi ởđ là công sai của cấp số cộng (⁄„). Với mọi k > 2 ta có 
Hựụyi = Mự+ đ, 
MH„_¡ = Hự„T đ. 
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Từ hai đẳng thức trên ta được 
M„ ¡ + Hyy¿i = 2u, — với mọi k> 2. 
Từ đó suy ra điều cần chứng minh. IR| 


|H2l Cho cấp số cộng (u„) có uị = —l và u; = 3. Hãy tìm u Và uạ. 


Số hạng tổng quát 

Dễ thấy, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của một cấp số cộng khi biết số 

hạng đầu ø¡ và công sai đ của nó. Chẳng hạn, để tìm ¿, ta có thể làm như sau : 
HẠ= Hạ +Ì= uy + 2d = ị + 3d. 


Một cách khái quát, ta có 


ĐỊNH LÍ 2 


Nếu một cấp số cộng có số hạng đầu „¡ và công sai đ thì số 


hạng tổng quát u„ của nó được xác định theo công thức sau : 
H„ạ = IMị t+(n— l)d. 


Chứng mình 
Ta chứng minh bằng phương pháp quy nạp. Công thức đúng khi ø = I1, vì 
uịạ =y„ +U.d4. Giả sử công thức đúng khi ø? = k, (keRÑ*) tức là 
uy, = My + (k — l)d. Khi đó ta có 

Myyi = My + â = [m + (k — Dd] + Ä = mị + kả. 


Vậy công thức cũng đúng khi ø = k + 1. Từ đó suy ra điều cần chứng minh. L] 


IH3| Cho cấp số cộng (u„) có uị = 13 và công sai 
d = -3. Hãy tính uan. 

Ví dụ 2. Cho một họ các đường tròn đồng tâm 
(Ó ; rị), (Ó ; rạ),... , (Ó ; rạ), ... mà dãy số (r„ạ) 
là một cấp số cộng có số hạng đầu bằng 3 và 
công sai bằng 3. 

Gọi ¡ là diện tích hình tròn (Ó ; r¡) và với mỗi 
số nguyên # > 2, gọi „ là diện tích của hình 
vành khăn tạo bởi đường tròn (Ở ; r„_¡) và 
đường tròn (Ó ; r„). 


III 
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Chứng minh rằng (z„) là một cấp số cộng. Hãy xác định công sai và số hạng 
tổng quát của cấp số cộng đó. 


Giải 
Đặt rọ = 0. Khi đó, với mỗi n0 > I, ta có 

M„ = m.(r- — TẾ )= T(F„— Tạ 1)ữy + rạ_U) = 3T.(T„ + r„ạ 1). 
Suy ra 
Hny1D— Hạ„ạ =3T1(Tn¿|l +fạ — Fg—ạ 1) = 3m3 + 3) = 187m (với mọi n 3 T). 
Do đó („) là một cấp số cộng với công sai đ = I8r, và số hạng đầu 

MỊ = TL „" = ï. 

Từ đó, theo định lí 2, ta được 


uH„ = 9T. + (n— 1).l18m = 9(2n-— l}n (với mọi nú> Ï). L 


Tổng øò số hạng đầu tiên của một cấp số cộng 


Giả sử có cấp số cộng (u„) với công sai đ. Xét n số hạng đầu tiên của cấp số 
cộng đó, ta có thể biểu diễn mối liên hệ giữa chúng như sau : 


+d +d +d 
Tib-f R-RIẾ ME 7L 
tụ | H„_Ị | H„—2 | | H | lãi 
-d -d —d 


Quan sát bảng trên có thể thấy tổng của hai số nằm trong cùng một cột bất kì 


luôn bằng tổng của ¡ và z„. Nhận xét đó dẫn ta đến 
ĐỊNH LÍ 3 


Giả sử (z„) là một cấp số cộng. Với mỗi số nguyên dương , gọi 
Š„ là tổng ø số hạng đầu tiên của nó (S„ = 1q + ạ +... + H„). 
Khi đó, ta có 


(„ + „„)n 
S0 NE OGi 


5 


Ví dụ 3. Một công t¡ trách nhiệm hữu hạn thực hiện việc trả lương cho các 
Kĩ sư theo phương thức sau : 
Mức lương của quý làm việc đầu tiên cho công tỉ là 4,5 triệu đồng/quý, và kể 
từ quý làm việc thứ hai, mức lương sẽ được tăng thêm 0,3 triệu đồng mỗi quý. 
Hãy tính tổng số tiên lương một kĩ sư được nhận sau 3 năm làm việc cho 
công tI. 
Giải 
Với mỗi số nguyên dương ø, kí hiệu ø„ (triệu đồng) là mức lương của người kĩ 
sư ở quý làm việc thứ cho công ti. Theo giả thiết của bài toán, ta có 
Mịạ =4.5Š Và H„,¡ =H„ + 0,3 với mọi n3 Ì. 
Do đó, dãy số (u„) là một cấp số cộng với công sai đ = 0,3. 
Vì mỗi năm có 4 quý nên 3 năm có I2 quý. Như thế, theo yêu cầu của bài 
toán ta phải tính tổng 12 số hạng đầu tiên của cấp số cộng (w„). 
Theo định lí 2, ta có : „ị¿ = 4,5 + (12—1).0,3 = 7,8. 
Do đó, theo định lí 3, ta được 
12.(4,5 + : § 
51a = nh = 73,8 (triệu đồng). L 
CHÚ Ý 
Từ định lí 2 và định lí 3, đễ dàng suy ra 
2 +(n — ])dịn 
Vn> 1, s=Ï : _ 4] : 


H4| Cno cấp số cộng (u„) có u¡ =—2 và công sai d = 2. Hãy tính tổng 17 số hạng 
đầu tiên của cấp số đó. 


HBL “Em sẽ chọn phương án nào ?". PHƯƠNG ÁN 


Khi kí hợp đồng lao động dài hạn với các kĩ sư 
được tuyển dụng, công ti liên doanh A đề xuất 
hai phương án trả lương để người lao động tự lựa 
chọn ; cụ thể : 


7 phương án Ï : Người lao động sẽ được nhận 
36 triệu đồng cho năm làm việc đầu tiên, và kể 
từ năm làm việc thứ hai, mức lương sẽ được tăng 
thêm 3 triệu đồng mỗi năm. 


19. 


20. 


21. 
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=0 phương án 2 : Người lao động sẽ được nhận 7 triệu đồng cho quý làm 
việc đầu tiên, và kể từ quý làm việc thứ hai, mức lương sẽ được tăng thêm 
500 000 đồng mỗi quý. 

Nếu em là người kí hợp đồng lao động với công tỉ liên doanh A thì em sẽ chọn 
phương án nào ? 


ˆ 2m ` ` m ˆ 

0âu húi và hài tận 
Chứng minh rằng mỗi dãy số sau là một cấp số cộng và hãy xác định công sai 
của cấp số cộng đó : 
a) Dãy số (u„ạ) với w„= l9n — 5; 
b) Dấy số (w„) với w„ = an + b, trong đó z và b là các hằng số. 
Trên tia Óx lấy các điểm AI, 
As,..., A„,... sao cho với mỗi 
số nguyên dương 7, ÓAÁ„ = ñ. 
Trong cùng một nửa mặt phẳng 
có bờ là đường thẳng chứa 
tia Óx, vẽ các nửa đường tròn 
đường kính ÓA„, ø= l,2,.... 


Kí hiệu ø¡ là diện tích của nửa 
hình tròn đường kính O4; và 
với mỗi ø > 2, kí hiệu u„ là diện tích của hình giới hạn bởi nửa đường tròn 
đường kính ÓA nửa đường tròn đường kính ÓA„ và tia Óx (h 3.3). 


Hình 3.3 


n—]l? 
Chứng minh rằng dãy số („) là một cấp số cộng. Hãy xác định công sai của 
cấp số cộng đó. 

1 Hj 


Trong mỗi câu sau, hãy đánh dấu "x" vào phần kết luận mà em cho là đúng : 


a) Mỗi cấp số cộng với công sai đ > 0 là một dãy số 


Tăng. Giảm. Không tăng cũng không giảm. 


b) Mỗi cấp số cộng với công sai đ < 0 là một dãy số 


Tăng. Giảm. Không tăng cũng không giảm. 


22. 


24, 


24. 


xo: 


26. 
27. 


28. 


§ 


Một cấp số cộng có năm số hạng mà tổng của số hạng đầu và số hạng thứ ba 
bằng 28, tổng của số hạng thứ ba và số hạng cuối bằng 40. Hãy tìm cấp số 
cộng đó. 

Cho cấp số cộng (⁄„) có wạo =— 52 và wại = — 145. Hãy tìm số hạng tổng 
quát của cấp số cộng đó. 

Cho cấp số cộng („) với công sai đ và cho các số nguyên dương ø và &, với 
m > k. Chứng minh rằng „ = uy + (m — k)d. 

Áp dụng : Hãy tìm công sai đ của cấp số cộng („„) mà ứ„ịs — „ạ = 75. 

Cho cấp số cộng („) có  — #z = 6 và us = — 10. Hãy tìm công sai và số hạng 
tổng quát của cấp số cộng đó. 

Hãy chứng minh định lí 3. 

Cho cấp số cộng (/„) có u; + u;› = 60. Hãy tính tổng 23 số hạng đầu tiên của 
cấp số cộng đó. 

Số đo ba góc của một tam giác vuông lập thành một cấp số cộng. Hãy tìm số 
đo ba góc đó. 


CẤP SỐ NHÂN 


1N 


1. 


Định nghĩa 

Xét bài toán : Một ngân hàng quy định như sau đối với việc gửi tiền tiết kiệm 
theo thể thức có kì hạn : "Khi kết thúc kì hạn gửi tiền mà người gửi không đến 
rút tiên thì toàn bộ số tiên (bao gồm cả vốn và lãi) sẽ được chuyển gửi tiếp với 
kì hạn như kì hạn mà người gửi đã gửi". 

Giả sử có một người gửi 10 triệu đồng với kì hạn l tháng vào ngân hàng nói 
trên và giả sử lãi suất của loại kì hạn này là 0,4%. 

a) Hỏi nếu 6 tháng sau, kể từ ngày gửi, người đó mới đến ngân hàng để rút 
tiên thì số tiên rút được (gồm cả vốn và lãi) là bao nhiêu ? 
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b) Cũng câu hỏi như trên, với giả thiết thời điểm rút tiên là l năm sau, kể từ 
ngày gửi ? 

Với mỗi số nguyên dương ø, kí hiệu z„ là số tiền người đó rút được (gồm cả 
vốn và lãi) sau ø tháng, kể từ ngày gửi. Khi đó, theo giả thiết của bài toán ta có : 
H„ạ= M„_+ tư, ¡x0,004 = uy ¡x1/004 Vn32. 

Như vậy, ta có dãy số (z„) mà kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng 

tích của số hạng đứng ngay trước nó và 1,004. 


Người ta gọi các dãy số có tính chất tương tự như dãy số („) nói trên là 
những cấp số nhân. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cấp số nhân là một dãy số (hữu hạn hay vô hạn) mà trong đó, 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tích của số hạng 
đứng ngay trước nó và một số ø không đổi, nghĩa là 


(„„) là cấp số nhân <©> V32, m„= ạ_ị. g. 


Số z được gọi là công bội của cấp số nhân. 


Ví dụ 1 

a) Dãy số (u„) với u„ = 2” là một cấp số nhân với số hạng đầu w¡ = 2 và 
công bội g = 2. 

b) Dãy số -2, 6, 18, 54,—162 là một cấp số nhân với số hạng đầu ¡ = —2 
và công bội đø = -3. 

IHÌ| Trong các dãy số sau, dãy số nào là cấp số nhân ? Vì sao ? 


a) 4;6;09; 13,5. 
b) —1,5 ; 3; —6 ; —12; 24; -48 ; 96 ; —192. 
œ 7,0,0,0,0,0. 


Ví dụ 2. Cho dãy số (u„) xác định bởi 


Hị SE Và ư„„= 3u„ ¡—]l với mọi ñ> 2. 


Chứng minh rằng dãy số (v„) xác định bởi 


Vụ = H„T— với mọi #> Ì 


bì 
là một cấp số nhân. Hãy cho biết số hạng đầu và công bội của cấp số nhân đó. 
Giải 

Từ công thức xác định dãy số (w„) và („„), ta có 


| | 1 ¬. 
Jn=- Mu = 3„„ ¡— ] Diện 3(„_¡ s. = 3w„ ¡ VỚI mỌI7> 2. 


Từ đó suy ra dãy số (v„) là một cấp số nhân với số hạng đầu 


và công bội đ = 3. L 
Tính chất 
Ta có định lí sau : 

ĐỊNH LÍ 1 


Nếu („) là một cấp số nhân thì kể từ số hạng thứ hai, bình 
phương của mỗi số hạng (trừ số hạng cuối đối với cấp số nhân 
hữu hạn) bằng tích của hai số hạng đứng kề nó trong dãy, tức là 


2 _ 
Mự — Hụ_1-Hyy: 


Chứng mình 
Gọi ¿ là công bội của cấp số nhân („). 
— Nếu ø =0 thì hiển nhiên ta có điều cần chứng minh. 
— Nếu z0 thì từ định nghĩa cấp số nhân ta có 
uy= My ịg (32), 


Hy =-EH (>2). 


Nhân các vế tương ứng của hai đẳng thức trên, ta được điều cần chứng minh. 
IR 
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|H2| Hỏi có hay không một cấp số nhân (w„) mà uọo = —99 và w†ạ¡ = 101 ? 


Ví dụ 3. Cho cấp số nhân („) với công bội đ > 0. Biết ¡ = 1 và „ = 3, hãy 


tìm ứ,. 

Giải 

Theo định lí 1, ta có 
2 
2 


Từ (1), do ¡; > 0 (vì úị = >0 và g>0), suy ra úy = Vj„.ú-.. Từ đây và (2) 
ta được 


2 
M3 3 
Vj„.uạ — VI.3 


Hà 


Số hạng tổng quát 
Tương tự như đối với cấp số cộng, ta có thể tìm được số hạng tuỳ ý của một 
cấp số nhân khi biết số hạng đầu và công bội của nó. Cụ thể, ta có kết quả sau : 


ĐỊNH LÍ 2 


Nếu một cấp số nhân có số hạng đầu ⁄¡ và công bội g0 thì 
số hạng tổng quát „ của nó được xác định bởi công thức 
¬I 


nh H 
H„ = I1.q 


Ví dụ 4. Trở lại bài toán đặt ra ở phần đầu mục I. 
Theo yêu cầu của bài toán ta cần tính „s và ¡;. Do (z„) là một cấp số nhân 
với số hạng đầu „¡ = 107 + 10”. 0,004 = 10”. 1,004 và công bội ø = 1,004 nên 
theo định lí 2 ta có 

„„ = 107.1, 004.(1,004)”~1 =107.(1/004)” Vn>I1. 
Suy ra : u¿ = 107. (1,004) x 10 242 413 (đồng), 


2 = 107. (1,004)'” x 10490 702 (đồng). n 


Dân số của thành phố A hiện nay là 3 triệu người. Biết rằng tỉ lệ tăng dân số 
hằng năm của thành phố A là 2%. Hỏi dân số của thành phố A sau 2 năm nữa sẽ là 
bao nhiêu ? 

4. Tổng rø số hạng đầu tiên của một cấp số nhân 
Tương tự như đối với cấp số cộng, người ta cũng quan tâm tới việc xác định 
tổng ø số hạng đầu tiên của một cấp số nhân theo số hạng đầu và công bội 
của nó. 
Giả sử có cấp số nhân („) với công bội ø. Với mỗi số nguyên dương ø, gọi Š„ 
là tổng ø số hạng đầu tiên của nó (Š„ = ị + uạ +... + ưự). 
Nếu g= I thì „= „¡ với mọi ? > 1. Do đó, trong trường hợp này, ta có 

sp = HHỊ. 


Khi ¿ z l ta có kết quả sau : 


ĐỊNH LÍ 3 


Nếu („) là một cấp số nhân với công bội ¿ # I thì S„ được tính 
theo công thức 


Chứng mình 
Ta có 

đổny = qMỊ + đua +... + đM„_ | + QM„ = Hạ + Ha +... + Hạ + Hạ „ Ị. 
Do đó Ổn T— đổn= MỊị TH„y1= MỊị — mg” = m(1 =4, 
hay (1— 4)S„=ị— đ?. L 
Từ đó, do ø # 1, suy ra điều cần chứng minh. 
Ví dụ 5. Cho cấp số nhân (u„) có 4 = 24 và u„ = 48. Hãy tính tổng năm số 
hạng đầu tiên của cấp số đó. 


Giải 
Gọi z là công bội của cấp số nhân („), ta có 
48 
==. 
+24 
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Do đó, theo định lí 2, ta được : 24 = 4 = D 02C) Suy ra ¡ = 6. Vì thế, theo 
định lí 3, ta được 
01022) 


T2 “186. n 


Šs = 
e Đố vui. "Một hào đổi lấy năm xu ?" 
Tương truyền, vào một ngày nọ, có một nhà 
toán học đến gặp một nhà tỉ phú và đề nghị 
được "bán" tiền cho ông ta theo thể thức sau : 
Liên tục trong 30 ngày, mỗi ngày nhà toán 
học "bán" cho nhà tỉ phú 10 triệu đồng với 
giá 1 đồng ở ngày đầu tiên và kể từ ngày thứ 
hai, mỗi ngày nhà tỉ phú phải "mua" với giá 
gấp đôi giá của ngày hôm trước. Không một 
chút đắn đo, nhà tỉ phú đồng ý ngay tức thì, 
lòng thầm cảm ơn nhà toán học nọ đã mang 
lại cho ông ta một cơ hội hốt tiền "nằm mơ 
cũng không thấy". 


Hỏi nhà tỉ phú đã lãi được bao nhiêu trong 
cuộc "mua — bán” kì lạ này ? 


0âu hủi và hài tập 


29. Trong các dãy số dưới đây, dãy số nào là cấp số nhân ? Hãy xác định công bội 


của cấp số nhân đó. 

a) Dãy số l, —2, 4, —8, l6, -32, 64; 
b) Dãy số (u„)với „„=n.6"*!: 
c) Dãy số @w„) với v„=(—1)”.3'”; 
đ) Dãy số @„)với x„= (4) ”?!. 


Hj Hj 


30. Trong mỗi câu sau, hãy đánh dấu "x" vào phần kết luận mà em cho là đúng : 
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a) Mỗi cấp số nhân có số hạng đầu dương và công bội 0 < z < I1, là một 
dãy số 


Tăng. Giảm. Không tăng cũng không giảm. 


b) Mỗi cấp số nhân có số hạng đầu dương và công bội ¿ > l là một dãy số 


Tăng. Giảm. Không tăng cũng không giảm. 


31. 
32. 


343. 


34. 
35. 


3ó. 


3c 


38. 


Cho cấp số nhân („) có công bội ø < 0. Biết „2= 4 và u¿= 9, hãy tìm ứạ. 
Một cấp số nhân có năm số hạng mà hai số hạng đầu tiên là những số dương, 
tích của số hạng đầu và số hạng thứ ba bằng I1, tích của số hạng thứ ba và số 
hạng cuối bằng _ . Hãy tìm cấp số nhân đó. 

Cho cấp số nhân (u„) với công bội ø # 0 và ¡ # 0. Cho các số nguyên dương 
m và k, với m > k. Chứng minh rằng w„= „ự. gø”~* 

Áp dụng 

a) Tìm công bội ø của cấp số nhân („„) có „„ = 2 và „ = — 686. 

b) Hỏi có tồn tại hay không một cấp số nhân („) mà ; = 5 và #;› = — 2000 ? 
Hãy tìm số hạng tổng quát của cấp số nhân („), biết rằng 4 = — 5 và w = 135. 
Chu kì bán rã của nguyên tố phóng xạ poloni 210 là 138 ngày (nghĩa là sau 
138 ngày khối lượng của nguyên tố đó chỉ còn một nửa). Tính (chính xác đến 
hàng phần trăm) khối lượng còn lại của 20 gam poloni 210 sau 7314 ngày 
(khoảng 20 năm). 

Tính các tổng sau : 


a) Tổng tất cả các số hạng của một cấp số nhân, biết rằng số hạng đầu bằng 
18, số hạng thứ hai bằng 54 và số hạng cuối bằng 39 366 ; 


b) Tổng tất cả các số hạng của một cấp số nhân, biết rằng số hạng đầu bằng 


` = : 2-2 l 
= , số hạng thứ hai bằng = và số hạng cuối băng 1048576. 


Bốn góc lượng giác có số đo dương lập thành một cấp số nhân có tổng là 360”. 
Hãy tìm bốn góc đó, biết rằng số đo của góc lớn nhất gấp 8 lần số đo của góc 
nhỏ nhất. 


Luyện tận 


Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 
a) Nếu các số thực z, Ð, c mà abc # 0, theo thứ tự đó lập thành một cấp số 


_ : _ theo thứ tự đó cũng lập thành 
C 


cộng với công sai khác 0 thì các số —, D 
ạ 


một cấp số cộng. 
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39. 


40. 


4I. 


42. 


43. 


44. 
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b) Nếu các số thực ø, 5, c mà zbc #0, theo thứ tự đó lập thành một cấp số 


"`. 6... Tòa nụ, : . 
nhân thì các số —, TG theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số nhân. 
ạ C 
100 
1i 
C) l+xz+7r+..+m 0= ta .. 
T.— 


Các số x + 6y, 5x + 2y, 8x + y theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng ; đồng 
thời, các số x — l, y + 2, x — 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. Hãy 
tìm x và y. 


Cho cấp số cộng („) với công sai khác 0. Biết rằng các số wa, uux V 1a) 
theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân với công bội ø z 0. Hãy tìm 4. 
Số hạng thứ hai, số hạng đầu và số hạng thứ ba của một cấp số cộng với công 
sai khác 0 theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. Hãy tìm công bội của cấp 
số nhân đó. 
Hãy tìm ba số hạng đầu tiên của một cấp số nhân, biết rằng tổng của chúng 

_....ẽẽ : mm... Mộ xu2 : 
bảng Số và đồng thời các số hạng đó tương ứng là số hạng đầu, số hạng thứ 
tư và số hạng thứ tám của một cấp số cộng. 
Cho dãy số (u„) xác định bởi 

uị= Ì Và M„,ị= 5u„y+Š với mọi ñ> Ì. 


a) Chứng minh rằng dãy số (v„), với „ = „ + 2, là một cấp số nhân. Hãy tìm 
số hạng tổng quát của cấp số nhân đó. 


b) Dựa vào kết quả phần a), hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số (/„). 


0âu hủi và hài tập ôn tập chương III 


Chứng minh rằng 


n(n” — 1)(3n + 2) 


27 +3” ¿v0 Du Sẻ 
+2.3“+...+(m— ]).n 12 


với mọi số nguyên ø > 2. 


45. Cho dãy số (w„) xác định bởi 


Ma  ĐđỦ .... 
Mị= 2 VÀ H„ sĩ“ VỚI mỌi ứ 3 2. 
Chứng minh rằng 
2" 1+] 
H 
n = 
an 1 
với mọi số nguyên dương ¡. 
2 
`... ñ c møún+1 ` 2n 
4ó. Cho các dãy số (/„) và (v„) VỚI Hạ = VÀ V„ = 


n+] 
a) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số (đ„) VỚI đ„= Hạ + Vụ. 
b) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số (b„) với b„= w„„— Vạ. 


c) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số (c„) VỚI œ„= H„.V„ạ. 


d) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số (đ„) với đj, = HP, 
y 


n 
Chú ý 
Các dãy số („), (b„), (c„) và (đ,„) nêu trên thường được kí hiệu tương ứng bởi 


(M„> + Vạ), (M„ — Vạ), (M„.V„) và lm) : 


n 
47. Trong các dãy số dưới đây, dãy số nào là cấp số cộng, dãy số nào là cấp 
số nhân ? Hãy xác định công sai hoặc công bội của mỗi cấp số đó. 


a) Dãy số (u„) VỚI „„= 8n + 3; 
b) Dấy số („) với „„= n"+n+1; 
c) Dãy số („) với w„= 3.8”; 
đ) Dấy số („„) với w„= (n + 2).3”. 
48. Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 
a) Dãy số (u„) xác định bởi 


Mị =3 VÀ H„yị = „+5 với mỌI Ø3 Ì, 
là một cấp số cộng. 


123 


49. 


b) Dãy số (u„) xác định bởi 
Mị =3 Và M„¿ị= Uu„+n với mọi 0> Ì, 
là một cấp số cộng. 
c) Dãy số („) xác định bởi 
Mị =4 Và w„/ị = 5u„ với mọi ñ 3 T, 
là một cấp số nhân. 
đ) Dấy số (u„) xác định bởi 
Mị= Ï Và H„,ị = nư„ VỚI mỌI ñ0> Ï, 
là một cấp số nhân. 
Cho dãy hình vuông H¡, Hạ, ... , H„,... Với mỗi số nguyên dương 7, 8ỌI 1„„, D„ 
và S„ lần lượt là độ dài cạnh, chu vi và diện tích của hình vuông #7,. 
a) Giả sử dãy số (⁄„) là một cấp số cộng với công sai khác 0. Hỏi khi đó các 
dấy số (p„) và (S„) có phải là các cấp số cộng hay không ? Vì sao ? 
b) Giả sử dãy số („) là một cấp số nhân với công bội dương. Hỏi khi đó các 


dấy số (p„) và (S„) có phải là các cấp số nhân hay không ? Vì sao ? 


50. Cho dãy số („) xác định bởi 


„=3 Và H„.i = Aj„ +6 với mọi 0> Ï. 


Chứng minh rằng („) vừa là cấp số cộng, vừa là cấp số nhân. 


51. Tìm hiểu tiền công khoan giếng ở hai cơ sở khoan giếng, người ta được biết : 
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— Ở Cơ sở A : Giá của mét khoan đầu tiên là 8 000 đồng và kể từ mét khoan 
thứ hai, giá của mỗi mét sau tăng thêm 500 đồng so với giá của mét khoan 
ngay trước nó. 

— Ở Cơ sở B : Giá của mét khoan đầu tiên là 6 000 đồng và kể từ mét khoan 
thứ hai, giá của mỗi mét sau tăng thêm 7% giá của mét khoan ngay trước nó. 
Với mỗi số nguyên dương ø, kí hiệu w„ và v„ tương ứng là giá của mét khoan 
thứ ø theo cách tính giá của cơ sở A và của cơ sở Ö. 


a) Hãy tính u¿, 2, va, va. 


b) Chứng minh rằng dãy số („) là một cấp số cộng và dãy số (z„) là một cấp 
số nhân. Hãy tìm số hạng tổng quát của mỗi dãy số đó. 


52. 


Sa: 


54. 


S5: 


S6. 


¬Y 


c) Một người muốn chọn một trong hai cơ sở nói trên để thuê khoan một 
giếng sâu 20 mét lấy nước dùng cho sinh hoạt của gia đình. Hỏi người ấy nên 
chọn cơ sở nào, nếu chất lượng cũng như thời gian khoan giếng của hai cơ sở 
là như nhau ? 

d) Cũng câu hỏi như phần c), với giả thiết độ sâu của giếng cần khoan là 
25 mét. 


Bài tập trác nghiệm khách quan 


Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai 

a) Tồn tại một cấp số nhân (w„) có „s < 0 vàu;s > 0. 

b) Nếu các số thực z,b,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng có công 
sai khác 0 thì các số ø7,bˆ,c” theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng. 
c) Nếu các số thực ø,b,c theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân thì các số 
a”,bˆ,c7 theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số nhân. 

Trong các bài từ 53 đến 57, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 


NG. Ác sả In # : 
Cho dãy số (⁄„) xác định bởi :  = 2 và H„ = M„ ¡ + 2n VỚI mọin > 2. 


Khi đó „so bằng 
(A) 1274,5 ; (B) 2548,5 ; (©@) 5096,5 ; (D) 2550,5. 
Cho dấy số („„) xác định bởi : w; = —l và w„ = 2n.u„_¡ với mọi ñ > 2. Khi đó 


¡¡ băng 


(A) 29111; (B)-2'°11!; (C29119; (0=) T1". 


Cho dãy số („) xác định bởi : úy = 150 và ư„ = „„_¡ — 3 với mọi ? > 2. 


Khi đó tổng 100 số hạng đầu tiên của dãy số đó bằng 


(A) 150; (B) 300; (@ 29850 ; (D) 59700. 
Cho cấp số cộng („) có: w; = 2001 và „; = 1995 . Khi đó oạ¡ bằng 
(A) 4005; (B) 4003 ; (©)3 ; (D) 1. 


Cho cấp số nhân („) có : „; =-—2 và wus = 54 . Khi đó tổng 1000 số hạng 
đầu tiên của cấp số nhân đó bằng 
1 — 31000 41000 _ 1 41000 _ 1 1— 31000 


(A) — () =5"? (©) _—. › (D) 6 
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À -- 
x.. 


Giới hạn là một trong các vấn đề cơ bản của Giải tích. 
Có thể nói : Không có giới hạn thì không có Giải tích, 
hầu hết các khái niệm của Giải tích đều liên quan đến 


giới hạn. 


Chương này giới thiệu khái niệm giới hạn của dãy số, 
của hàm số và nêu một số định lí, quy tắc tìm giới hạn. 

Yêu cầu trọng tâm của chương là vận dụng một cách 
linh hoạt các định lí, quy tắc đó để tìm giới hạn của dãy 


số và hàm số. 


A. GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 


N DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN 0 


mmạw— Tố 


1. Định nghĩa dãy số có giới hạn 0 


n 
Xét đấy số (w„) với „„ -=—=, tức là dãy số 
lẽ 6U T ĐÁ L1 
ST W9 j5 THẺ? 037 p0 


Biểu diễn các số hạng của dãy số đã cho trên trục số, ta thấy khi ø tăng thì các 
điểm biểu diễn chụm lại quanh điểm ÔÖ (h. 4. 1). 


1L _1 ï. Ï 1 
= 3 5 23 24 4 2 
an. rnnn.r..aannnnnmma mm. 
_1 0 1 
I 10 
Hình 4.1 


D) z 1 ` . ⁄ .. kì bà “À ~ 
Khoảng cách |„;| =— từ điểm „ đến điểm 0 trở nên nhỏ bao nhiêu cũng 
n 
được miễn là ø¡ đủ lớn. 


Điều này được giải thích rõ hơn trong bảng sau : 


nị] 5.3 10 I1 12... 23 24 25... 50 51 52 
TIPRAETWNNTTNWerrwrvn:! 
& 2 3 ” 10 1l 12 ” 23 24 25 ” 50 51 52 


— Mọi số hạng của dãy số đã cho, kể từ số hạng thứ I1 trở đi, đều có giá trị 


Tin l2 ca 
tuyệt đối nhỏ hơn 10” tức là 


lạ|== <;G với mọi 7 > 10. 
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— Mọi số hạng của dãy số đã cho, kể từ số hạng thứ 24 trở đi, đều có giá trị 
Sỹ hộ có ..- 
tuyệt đối nhỏ hơn 23" tức là 
|“„|< 2s Với mọi ø>23. 
23 : 
IHÌ| Kể từ số hạng thứ mấy trỏ đi, mọi số hạng của dãy số đã cho đều có giá trị 


2 1 
tuyệt đối nhỏ hơn —— - 
uyệt đối nhỏ hơn =o 


„ ˆ 2; da Ấ/ cẤ - I , Ị H : 
Cũng câu hỏi đó cho môi số : 7s” 500 ' 1000 000 


Như vậy mọi số hạng của dãy số đã cho, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều 
có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn một số dương nhỏ tuỳ ý cho trước. Ta nói rằng 
sy cối PỆ D hơn các ` 
dãy số | ——— | có giới hạn là 0. 
n 
Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 
Ta nói rằng dãy số (w„) có giới hạn 0 (hay có giới hạn là 0) nếu 
với mỗi số dương nhỏ tuỳ ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, 
kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn 
số dương đó. 
Khi đó ta viết 
lim(„) = 0 hoặc lim, = 0 hoặc r„ —> 0. 


(Kí hiệu "limu„, = 0” còn được viết " lim „„ = 0”, đọc là dãy số (w„) có giới 
_>œ 


hạn là 0 khi z dần đến vô cực). 
Nhận xét 
Từ định nghĩa suy ra rằng 


a) Dãy số (w„) có giới hạn 0 khi và chỉ khi dãy số (|u„|) có giới hạn 0. 


Chẳng hạn, ta có lữ =0v - 
n n 


b) Dãy số không đổi (w„), với u„ = 0 có giới hạn 0. 


2. Một số dãy số có giới hạn 0 
Dựa vào định nghĩa, người ta chứng minh được rằng 


a) lim” =Ũ- b) lim =0. 


vn Ñn 
Định lí sau đây thường được sử dụng để chứng minh một số dãy số có giới hạn 0. 
ĐỊNH LÍ 1 
Cho hai dãy số (u„) và („). 


Nếu |„„| < v„ với mọi ø và limv, = 0 thì limw, = 0. 


Chứng minh. Cho một số đương nhỏ tuỳ ý. Vì limy„ = 0 nên kể từ số hạng thứ 
Ñ nào đó trở đi mọi số hạng của dãy số (v„) đều nhỏ hơn số dương đó. Do 
li„)| < y„ nên mọi số hạng của dãy số (⁄„ ), kể từ số hạng thứ N trở đi, đều có 


giá trị tuyệt đối nhỏ hơn số dương đã cho. Vậy limu,„ = 0. IR 
Ví dụ 1. Chứng minh rằng lim =0. 
vn 

Giải 
Ta có 

SIn7 1 I 

—— | S—= và lim—= = Ö. 

vn| vn N 

Từ đó suy ra điều cần chứng minh. IR 


¿ : 3¬ 
H2| Cho k là một số nguyên dương. Chứng minh rằng lim—_- =0. 
n 


Áp dụng định lí 1, có thể chứng minh định lí sau : 
ĐỊNH LÍ 2 
Nếu l¿| < 1 thì limạ" =0. 
Ví dụ 2 


n b/ n ¬ H 
a) lim. = Em 2] "NT. — = Im| SẼ) Hi: 
2n 2 3" 


XI 
COS——— 


Chứng minh rằng lim `. 
4 


n 
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0âu hủi và hài tập 


1. Chứng minh rằng các dãy số với số hạng tổng quát sau đây có giới hạn 0 : 
n § 

(—l) : b) sin? c) .C0S 2n 

n+5 n+5 vn +1 

2. Chứng minh rằng hai dãy số („„) và (v„) với 


| (—1)” cosn 
lb, E== Ty w„=—————— 
"` n(n+†l) ° 


a) 


N1 
có giới hạn 0. 
3. Chứng minh rằng các dãy số (z„) sau đây có giới hạn 0 : 


sin ải 
= ũ Ỷ]== 
a) w„ = (0,99)”; mẽ. —. 3p {  = 
BI. | (,01" 
4... Cho dãy số („) VỚI „ = E› : 
2 
a) Chứng minh DI Re” si n với mọi ứ. 


n 
2 n 
b) Bằng phương pháp quy nạp, chứng minh rằng 0< „ < B VỚI mỌI 7Ø. 


c) Chứng minh rằng dãy số („„) có giới hạn 0. 


N DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN HỮU HẠN 


 4ổïẼỀRRRNNNWWN 


1. Định nghĩa dãy số có giới hạn hữu hạn 
(=Ð” 
n1 


- Ta có 


CỬ sọ, 
n 


Xét dãy số (w„) VỚI „„ = 3 + 


lim(w„— 3) = lim 
Ta nói rằng dãy số (u„) có giới hạn là 3. 
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Một cách tổng quát, ta có : 
ĐỊNH NGHĨA 
Ta nói rằng dãy số (w„) có giới hạn là số thực L nếu lim@¡„ — L) =0. 
Khi đó ta viết 
lim(„) = L hoặc limu„ = L hoặc u„ —> L. 


Dãy số có giới hạn là một số thực gọi là dãy số có giới hạn 
hữu hạn. 


Ví dụ 1. Dãy số không đổi (u„) với u„ = e (c là hằng số) có giới hạn là c vì 


lim(„ — c) = lim(e — c) = lim0 = Ú. IR| 


_1# 
Ví dụ 2. Chứng minh rằng nnÍ ,, , =-]. 


đi 


Giải 

- (1Ÿ 
Đặt u„ = ES:ÐU 

° n xn 
= `... .ẽ.ẽ. 

ì lim(„ — (—T)) = lim = 0 nên limw,„ = —I. IR 

vn 
IH1| Chứng minh rằng : 
gay" À _ 

a) lm((2) +1J=1; b) tim(2 si = -š 


Nhận xét 
1) Từ định nghĩa vừa nêu, suy ra rằng limu„ = L khi và chỉ khi khoảng 
cách|„„ — L| từ điểm „„ đến điểm L trở nên nhỏ bao nhiêu cũng được miễn 
là n đủ lớn ; nói một cách hình ảnh, khi ø tăng các điểm z„ chụm lại quanh 
điểm L. 
2) Không phải mọi dãy số đều có giới hạn hữu hạn. Chẳng hạn dấy số ((—1)”), 
tức là dãy số 

—1, 1,—1, 1,.... 
không có giới hạn hữu hạn. 
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Trên trục số, các số hạng của dãy số đó được biểu diễn bởi hai điểm —I và 1. 
Khi n tăng các điểm (—1)” không chụm lại quanh bất kì một điểm L nào. 
Một số định lí 


Ta thừa nhận các định lí sau 


ĐỊNH LÍ 1 


Giả sử limw„ = L. Khi đó 
a) lim |u„| = |L| và limậfu„ = ÑL ; 


b) Nếu z„ > 0 với mọi ø thì L > 0 và lim, ju„ = VL. 


Ví dụ 3. lim,|9 + TU đi m9 1 =m =9, n 
n n 
2 xˆ. 
|H2| Tim hả) : IP 
n 


ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử limu„ = L, limv„ = Ä và c là một hằng số. Khi đó 
lim(„ + v„) = L + M, 
lim(„ — v„)= k— M, 
lim(„.v„) = 1M, 


lim(cw„) = cE, 


lim” = + (nếu M0). 


n 


2 
( : Sẽ 3n“ + Án — 7 
Ví dụ 4. Tìm limu,„, VỚI w„ = — = 
n 
Giải 
Ta có 


n n 


limu„ = m3 + : — -] = lim3 + lim^ — Hé: 


= lim3 + 4lima ~ 7lim—> = 3 + 40~ 7.0 =3. IR| 
n 


2n`— 4n +3n+3. 


Ví dụ 5. Tìm limu„ với u„ = 
n`—5n+7 


Giải 
Chia tử và mẫu của phân thức cho nỗ (Ỷ là luỹ thừa bậc cao nhất của ø trong 
tử và mẫu của phân thức), ta được 


4 3 3 
z Tu Viên 
= Hn n 
: j...i 
HỆ sư 
Vì 
lim >8 ='fìM sim  fÐp" tuiNg” xế 
) n n n n n 
3. A„2 
và Hm|1~ -; +; ]= 1#0nên im?” ^m t$+3T2—2 
h n W= M7 l 
; nˆ—n +3 
Tìm giới hạn của dãy số (w„) với wy = —————” - 
n +2n 


3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 
Xét cấp số nhân vô hạn 
"sẽ". nh ch 
có công bội g với | øl < 1 (gọi là một cấp số nhân lùi vô hạn). 


Ta biết rằng tổng của ø số hạng đầu tiên của cấp số nhân đó là 


-I1_ w(—4”) U Hị 
Ÿạ„=MỊ+ijq+... +4” = E6. TEPLE 
Vì Izl< 1 nên limz” = 0. Do đó 

lim§„=- L: 


Ta gọi giới hạn đó là tổng của cấp số nhân đã cho và viết 


2 
S= HMị +4 + M4“ +... = 


1=”. 


[ệU 


Tìm tổng của cấp số nhân 
1 1 1 1 
2 H 22 bả 23 t,Alokbó—j 2n 


$ «°{Ƒe. 


Ví dụ 6. Biểu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,777... dưới dạng phân số. 

Giải 

Tacó 0,77/...= Sa + HI + i 
I0 102 10” 


^A ` Fé kẻ ⁄ ⁄ `. z. ⁄ ^ 7 Âu 
Đây là tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn với số hạng đầu ú„ị = 10 và 


công bội đ = ¬ Do đó 


S 
0777..= 10 =7. H 
TH 
10 


IH5| Biểu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,313131... dưới dạng phân số. 


53. Tìm các giới hạn sau : 


(1)" |, „ (sin3” ,\Ì, 
a) _ + n2 là b) lim PP 1|; 
n—] n+2 
lim—— ; d) li : 
c) lim _ ) KẾT 


6. Tìm lim, với 


n n“—3n+5 b) —2H“+n+2 
TH“ ì 3n! +5 
2nˆ— n 
C) H„ = - _ đ) ư„ = : 
l-3n 23"+4" 


134 


Ta 


8. 


3. 


Cho dãy số („) xác định bởi 


ị = 1U và w 


H 
¬... “1 1 
n+i = Tế” + 3 với mọi ø > Ì. 


a) Chứng minh rằng dãy số (y„) xác định bởi v„ = w„ — - là một cấp số nhân. 


b) Tìm lim. 
Cho một tam giác đều ABC cạnh az. Tam giác A¡B,C¡ có các đỉnh là trung 
điểm các cạnh của tam giác ABC, tam giác A›B;C; có các đỉnh là trung điểm 


các cạnh của tam giác A¡ BC}. .... tam giác A 


n+1P„+IC¿„¡ có các đỉnh là trung 


điểm các cạnh của tam giác A,„B„Œ,„,.... Gọi DỊ, Da, ..., Dạ; ... Và Š1, Sa, ..., m„... 


theo thứ tự là chu vi và diện tích của các tam giác AiBJŒ, AsB;CŒ;, ..., 
A,B„C 


D NHA T 
a) Tìm giới hạn của các dãy số (p„) và (S,). 
b) Tìm các tổng 
Pìi+DPa+...+p„ạ+... Và Si +Š2+...+Ñn+.... 
Biểu diễn các số thập phân vô hạn tuần hoàn sau dưới dạng phân số : 
a) 0,444... ; b) 0,2121... ; 6702211 1„s„ 


10. Gọi C là nửa đường tròn đường kính AB = 2ï, 


^ . ” _ ` = Ló AB 
C1 là đường gồm hai nửa đường tròn đường kính Xin 


C› là đường gồm bốn nửa đường tròn đường kính = sói 


Œ„ là đường gồm 2” nửa đường tròn đường kính =: ,.. (h. 4.2). 
2 
Gọi p„ là độ dài của C„, ŠS„ là diện 


tích hình phẳng giới hạn bởi Œ„ và 
đoạn thẳng AB. 


a) Tính p„ và S„. 


b) Tìm giới hạn của các dãy số (p„) 


và (ổn). Hình 4.2 
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Bài đoc thêm 


ĐOÁN NHẬN GIỚI HẠN CỦA MỘT DÃY SỐ THỰC 
BẰNG HÌNH HỌC 


1) Ta đã biết tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 
1 1 1 1 
PP 


là 
$2 + on tong ta =I 
(xem trong §2). 
Có thể đoán nhận được kết quả này nhờ hình 4.3 hoặc hình 4.4. 
ï Ãẽa.a.x... 
Ó Ũ 2 22 2 22 23] 
F“ .Ỏẻxvx 
xưn N .cr co 
Hình 4.3 


kã 2 xi 1 ¡ 2 ` 
Ở hình 4.3 : trung điểm của đoạn [0 ; 1] là điểm 3° trung điểm của đoạn lš : 1 là 


„ l1 1 Ề 1 1 + L1 1 1 
điểm ~ + ——, trung điểm của đoạn | ~ + —; I | là điểm ~ + — + —.,.... 
2 22 Ø/ 22 2 22 23 
Do đó 
nh. D H C 


Ở hình 4.4 : hình vuông ABŒ?D có cạnh 
dài 1 đơn vị và diện tích bằng 1, hình 


: 1 
chữ nhật AEFB có diện tích bằng 2° 
hình vuông DHGE có diện tích bằng 
nu hình chữ nhật G/K#' có diện tích 
2 


Do đó `. An. 
TIÊN... 


Hình 4.4 


2) Xét bài toán sau : 
Cho dãy số thực (u,) xác định bởi 


MỊ =C Và M„.1 = đu, + b với n3 Ì, 


trong đó a, b, c là những số thực cho trước, 0 < a < 1 và b0. 
Tìm giới hạn của dãy số đã cho. 


Để đoán nhận giới hạn của dãy số đã cho, ta sẽ biểu diễn các số hạng của nó trên 
hai trục toạ độ (h. 4.5). Dựng hai đường thẳng (2) và (A) theo thứ tự có phương trình 
là y= ax + Ð và y = x (ở đây ta giả thiết b > 0 ; trong trường hợp ? < 0, cách giải và 
kết quả hoàn toàn tương tự). Gọi A; và Ö¡ theo thứ tự là giao điểm của đường thẳng 
x =¡ với đường thẳng (đ) và đường thẳng (A). Điểm A¡ có tung độ z„, + b = „2 
và điểm B; có tung độ là u¡. Đường thẳng đi qua 4; và song song với trục hoành cắt 
(A) tại B;. Điểm B; có hoành độ là ;. Đường thẳng đi qua B; và song song với trục 
tung cắt (2) tại điểm A;. Tung độ của 4; là øu; + b = ux. Các điểm B, As, Bạ, Ax,.... 
Bạ, A„, ... được xác định một cách tương tự. 

Gọi 7 (/ ; )) là giao điểm của hai đường thẳng (2) và (A). Khi z tăng thì điểm A„ ngày 
càng dần đến điểm ¡, các điểm ¡„ trên trục hoành (và trên trục tung) ngày càng dần 
đến điểm ¡, tức là 


limu, = Ï. 


Hình 4.5 


Vì 7 là giao điểm của hai đường thẳng (2#) và (A) nên 7 là nghiệm của phương trình 
ax+b=x, 
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tức là 


Nhận xét 


Gọi C¡, C›,..., C„,... là các giao điểm của đường thẳng y =/ với các đường thẳng 
tì ma. 6 ma. 
Khi đó 

AI AE _ BI 


BƠI OE_ AB_ 


q. 


Vì AiCqị =l— mạ và BỊC|=l— tì nên từ đó ta có 


l—Ua 


lị —#Ị 
Chứng minh tương tự, ta có 


[—n+l 


= a Với mọi ñ. 
l—u 


n 


Do đó, nếu đặt v„ = /— z„ thì dãy số (y„) là một cấp số nhân lùi vô hạn. 


DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN VÔ CỰC 


2 nNWNNWNNWN 


1. Dãy số có giới hạn +œ 
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Xét dãy số (w„) với w„ = 2n — 3. 


Ta thấy khi ø tăng thì z„ trở nên lớn bao nhiêu cũng được miễn là ø đủ lớn. 
Nói cách khác, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều 
lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý cho trước. 


Ta nói rằng dãy số (2n — 3) có giới hạn là +œ. 


Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 


Ta nói rằng dãy số („) có giới hạn là +œ nếu với mỗi số dương 
tuỳ ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào 
đó trở đi, đều lớn hơn số dương đó. 


Khi đó ta viết 
lim(„) = +œ hoặc limu„ = +œ hoặc „ —> +œ. 
Áp dụng định nghĩa trên có thể chứng minh rằng : 


a) limn = +œ ; b) limvjn = + % ; c) limẩƒn = + œ. 
2. Dãy số có giới hạn —œ 


ĐỊNH NGHĨA 


Ta nói rằng dãy số („) có giới hạn là —œ nếu với mỗi số âm tuỳ 
ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi, đều nhỏ hơn số âm đó. 


Khi đó ta viết 
lim(„) = —œ hoặc limw,„ = —œ hoặc w„ —> —œ. 
Dễ dàng thấy rằng 
limw„ = — œ <> lim(-uw„) = + œ. 
Ví dụ 1. Vì lim(2n — 3) = +œ nên lim(~2n + 3) = —œ. 
CHÚ Ý 
Các dãy số có giới hạn +œ và —œ được gọi chung là các đấy số có 
giới hạn vô cực hay dân đến vô cực. 
hán xé. Nếu lim |lư„| = +œ thì li„;| trở nên lớn bao nhiêu cũng được, miễn 


là ø đủ lớn. Do đó 


l2 ý : : » TỶ. 
= bị trở nên nhỏ bao nhiêu cũng được, miên là ø 
H 


n n | 


đủ lớn. 
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Người ta chứng minh được 


ĐỊNH LÍ 


_. ¬.¬ 
Nếu limlu, | = +œ thì lim—— = 0. 


tụ 


3.. Một vài quy tắc tìm giới hạn vô cực 
Vì +œ và —œ không phải là những số thực nên không áp dụng được các định lí 
trong §2 cho các dãy số có giới hạn vô cực. Khi tìm các giới hạn vô cực, ta có 
thể sử dụng các quy tắc sau đây. 


a) Quy tắc 1 
Nếu limu„ = +œ và limy„ = +œ thì lim(z„v„) được cho trong 
bảng sau : 
limw,„ limv„ lim(„v„) 
+œ +œ +oœO 
+œ —œ —œ 
—OœĐ +œ —OœĐ 
—œĐ —OœĐ +œ 


: 2 ` .. - 
Ví dụ 2. Vì ø“ = n.n và limn =+œ nên lim = +œ. 


Tương tự, với mọi số nguyên dương *, ta có limnỄ = +œ. 


b) Quy tắc 2 
Nếu limu„ = +œ và limv„ = L # 0 thì lim(„v„) được cho trong 
bảng sau : 
limw, Dấu của L lim(„w„) 
+ơœ + +ơœ 
+oO — —oo 
—œO + —oœO 
—œ = +oO 
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Ví dụ 3. Tìm a) lim (ân? — 101In — ST); b) Hữ====— ——=' 
3m“ — 101n — 51 
Giải 
a) Ta có 3ˆ — 101n — 51 = 3 _g) 
ụ " 
Vì limø°=+øœvà im|s-T=-Š]=3 > 0 nên 
“6 " 


lim (3ø7 — 101n — 51)= +. 
b) Vì lim(3n” — 101ø — 51) = +œ nên 


—5 


5 = -5lim 5 =(-5)0=0. LI] 
3„“ — 101n — 51 3m“ — 101n — 51 


lim 


|H1| Tim 


a) lim@ sinn — 2ø) ; b) lim - 
nsinn — 2n 


c) Quy tắc 3 
Nếu limu„, = L z 0,limv„ =0 và v„ >0 hoặc v„ <0 kể từ 
lạ 


một số hạng nào đó trở đi thì lim —*“ được cho trong bảng sau : 
n 


Dấu của L Dấu của v„ lim = 
H 
+ +œ 
- —oo 
- . +œ 
3 
3m + 2n — ] 


Ví dụ 4. Tìm lim 5 
2n “—n 
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Giải 
Chia tử và mẫu của phân thức cho nỗ (Ỷ là luỹ thừa bậc cao nhất của ø trong 


tử và mẫu của phân thức), ta được 


ân +2n—1_ ` mềm. 
2n” —n 2 


" 
Vì ñn|3 + v — 5) =3>0, m5 — ¬] =0và 2 — B > Ô với mọi 7 nên 
2 3 n 2 9 , 


lim——————— = +œ.. IR| 


11. Tìm giới hạn của các dãy số (w„) với 


a) H„= 2n" + 3n + 5; b)ư„ = Al3n1 +ấn” — 7n. 


12. Tìm giới hạn của các dãy số („) với 


My -2n°+3n—2 : b) lộ — 7n" — 5n +8 
PP S0 =—. TAND” S R n+12 
13. Tìm các giới hạn sau : 

a) lim(20 + cos0); b) lim| 2n” — 3sin2n + s] 
14. Chứng minh rằng nếu g > I thì lim” =+ œ. 
15. Tìm giới hạn của các dãy số (w„) với 

n 
"nh b) „=2 — 3”, 
2”-—1 


142 


Luyện tận 


1ó. Tìm các giới hạn sau : 


2 - 4. sĩ 
đ:llm “ếu ĐÁ SN by Tên n sếc , TQ 
âm + n“+ 7 4n +6n“+9 
Na độ cá Rau 
gi đi xi hioc . đồ lig 92a 
2n -n+3 VI i6 mÌ0 


17. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim(3wỶ — 7n + 11); b) lim v|2nÊ - n2 +m+2 ; 


c) lim Äll + 2n — n dì lli0i2J2 7279 Da 


18. Tìm các giới hạn sau : 


a) Iim( Nhi? +”ø+l— n) : 


Hướng dân : Nhân và chia biểu thức đã cho với YXnh+n+1+n. 


1 
_xxT.. 


Hướng dẫn : Nhân tử và mẫu của phân thức đã cho với 4m + 2 + Vm+1. 


c) Iim(NJi? +R+2-xjn+1); d) lim : 


\j3n +2 — vJ2n +1 


b) lim 


2 
e) lim(Nn +1 ~ ln)n ; P ly VU Ợ Đo AI T4 


ân + 2 


Nộ ° ⁄ ⁄ Xu ` 5 N ⁄ ^ ° ° Z1\ 9 
19. Tông của một cấp số nhân lùi vô hạn là —, tổng ba số hạng đầu tiên của nó là 25 


3 
Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số đó. 
20. Bông tuyết Vôn Kốc 
Ta bắt đầu từ một tam giác đều ABC cạnh a. Chia mỗi cạnh của tam giác ABC 
thành ba đoạn thẳng bằng nhau. Trên mỗi đoạn thẳng ở giữa, dựng một tam 
giác đều nằm ngoài tam giác ABC rồi xoá đáy của nó, ta được đường gấp khúc 
khép kín H¡. Chia mỗi cạnh của H; thành ba đoạn thẳng bằng nhau. Trên mỗi 
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đoạn thẳng ở giữa, dựng một tam giác đều nằm ngoài /¡ rồi xoá đáy của nó, 
ta được đường gấp khúc khép kín H;. Tiếp tục như vậy, ta được một hình 
giống như bông tuyết, gọi là bông tuyết Vôn Kốc È(h.4.6). 


ứN 
B C 
Hình 4.6 

a) Gọi p, pa...., Dạ»... là độ dài của H), H›,..., H,..... Chứng minh rằng (p,„) là 
một cấp số nhân. Tìm lim?„,. 
b) Gọi Š„ là diện tích của miền giới hạn bởi đường gấp khúc //„. Tính S„ và 
tìm giới hạn của dãy số (S„). 
Hướng dân : Số cạnh của H,„ là 3.4”. Tìm độ dài mỗi cạnh của #ƒ,„ từ đó tính p„ 
Để tính Š%„ cần chú ý rằng muốn có H„.¡ chỉ cần thêm vào một tam giác đều 
nhỏ trên mỗi cạnh của H,. 


(#) Helge von Koch (1879 — 1924) là một nhà toán học Thuy Điển. Tên của ông gắn liền với một 
ví dụ về một hình phẳng có chu vi vô cực và diện tích hữu hạn. 
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GIÔN UƠ-LIT NGƯỜI SÁNG TẠO KÍ HIỆU œ 


Từ rất sớm, nhà toán học Anh Giôn Uơ-lit (John Wallis) đã học 
tiếng Hi Lạp, tiếng La-tinh và tiếng Hê-brơ. Năm mười lăm tuổi, 
ông bắt đầu say sưa học Toán. 

Năm 24 tuổi, ông được phong linh mục và trở thành giáo sư 
Toán tại trường Ốc-xphớt (Oxford) ở Anh. Ông giảng dạy và 
nghiên cứu tại đó cho đến cuối đời. 

Ông có công lớn vì đã phát hiện được thiên tài toán học của 
Niu-tơn. Ông là người đầu tiên đã định nghĩa một cách chính 
xác luỹ thừa với các số mũ không, âm và hữu tỉ. 


HN QC ĐỊD D002) ĐUỜI Ông còn là người sáng tạo ra kí hiệu œ để chỉ khái niệm vô cực. 


B. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ. HÀM SỐ LIÊN TỤC 


ĐỊNH NGHĨA VÀ MỘT SỐ ĐỊNH LÍ 
N VỀ GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 


MA. 


1. Giới hạn của hàm số tại một điểm 


a) Giới hạn hữu hạn 


Xét bài toán sau : 


5 
Cho hàm số ƒ(v) = —— và một dãy bất kì xị, xạ, ..., x„,... những số thực 
khác 2 (tức là x„ # 2 với mọi n) sao cho limx„ = 2. (1) 


Hãy xác định dấy các giá trị tương ứng (xi). f%a). ..., fA„).... của hàm số và 
tìm limƒf(x,). 
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Vì x„ # 2 nên 


Do đó 


= 2(1„ + 2) Với mỌi 7. 


5ï Si) 
ng 


n 


f6) =20 +2), Ấm) =20» +2)... fGy)=20,+2), ... 


Từ (1) suy ra 


limffx„) = lin2(x„ + 2) = 2(imx„ + 2) = 2 + 2) = 8. 


Ta nói rằng hàm số ƒ có giới hạn là 8 khi x dần đến 2. 


Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Giả sử (z ; b) là một khoảng chứa điểm xọ và ƒ là một hàm số xác 
định trên tập hợp (z ; 5)`\ {xạ}. Ta nói rằng hàm số ƒ có giới hạn 
là số thực L khi x dần đến xọ (hoặc tại điểm xạ) nếu với mọi dãy số 
(x„) trong tập hợp (z ; b) \ {xo} (tức là x„ e(ø ; b) và x„ # xạ với 
mọi ?) mà limx„ = xạ, ta đều có limƒfVx„) = L. 

Khi đó ta viết 


lim ƒ(x) = L hoặc ƒ(x) —> L khi x —> #q. 


x->*% 


Ví dụ 1. Tìm lim 


Giải 


xe» 1) h 
x—>0 x 


1 N.... . : TỶ... 
Xét hàm số ƒ{x) = xcos—- Với mọi dãy số (x„) mà +x„ #( với mọi ø và 
Độ 


l 
limx„ =0, ta có ƒ(x„) = Xu CO§—— + Vì 


n 


1 : 
[/@„)| = lại GÓN—— = lạ) và lim|x„| =0 
n 


nên lim ƒ(x„) = 0. Do đó 


lim ƒ(+) = lim [xes^] =0. L 
x0 x->0 x 


, 
IHÍỈ Thẩm. 
x—>-I Äv.l 


Nhận xét. Áp dụng định nghĩa 1, dễ dàng chứng minh được rằng : 


a) Nếu ƒ(v) = c với mọi x e ÏR, trong đó c là một hằng số, thì với mọi xạ e IR, 


lim ƒ(*)= lim c=c. 
x->%p x->*%p 


b) Nếu g(+) = x với mọi x e lR thì với mọi xạ e R, 
lim g(x)= lim x = %ọ. 
X->*§ X->*g 

b) Giới hạn vô cực 

Giới hạn vô cực của hàm số tại một điểm được định nghĩa tương tự như giới 


hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm. Chẳng hạn, lim ƒ(x) = + œ có nghĩa 
x>*%p 


là với mọi dãy (x„) trong tập hợp (z;) \{xạ} mà limx„ = xg, ta đều có 
lim ƒ(%„) = + œ. 


Ví dụ 2. Tìm lim s” 
x1 (x—]) 


Giải. Xét hàm số ƒ(x) = 


3 Với mọi dãy số (x„) mà x„ # Ì với mọi ø 
(x— 
và limx„ = l, ta có ƒ(x„) = = — Vì lim3 = 3 >0, lim(+x„ - Đ“ =0 


(xạ — ]) 


và (X„— DŸ > 0 với mọi ø nên lim ƒ(x„) = +œ. Do đó 


lim ƒ(+z) = lim = +oœ, L 
x—l 


x>1(x — 


Giới hạn của hàm số tại vô cực 


Giới hạn của hàm số tại vô cực (khi x dần đến +œ hoặc —œ) được định nghĩa 
tương tự như giới hạn của hàm số tại một điểm. 
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ĐỊNH NGHĨA 2 
e Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (ø ; +©). Ta nói rằng 
hàm số ƒ có giới hạn là số thực L khi x dần đến +œ nếu với mọi 
dãy số (x„) trong khoảng (ø ; +) (tức là x„ > đ với mọi 7) mà 
limx„ = +œ, ta đều có 
limfx„) = L. 
Khi đó ta viết 
lim ƒ(x) =Lhoặc ƒ(x) —> L khi x —> +œ. 
x->+®œ 


e Các giới hạn 
lim ƒ(x) =+®, lim ƒ(x)=_— œ, lim ƒ(x) = 
x->+œ x->+œ x>-® 


lim ƒ(x)=+œ và lim ƒ(y)=-œ được định nghĩa 
x>—® x->-® 


tương tự. 
Ví dụ 3 
"Ă.: An `. ¬ ÂN 
a) lim — = 0,vì với mọi dãy số âm (x„)mà limx„ = — œ, ta đều có 
x—_—-œ X 
&.¿ 4 
lim—— = 0. 
n 
` 
b) Tương tự,tacó lim — =0. IR 
Xx>+œ X* 
Nhận xét 


Áp dụng định nghĩa giới hạn của hàm số, có thể chứng minh được rằng : 


Với mọi số nguyên dương k, ta có 


: k +oœ nếu k chấn 
a) lim x  =+œ; b) lim x" 
x->+œ x—œ —o nếu & lẻ 
1 
c) lim — d) lim —_—=0 
x>+® x x>—-® Y 


Một số định lí về giới hạn hữu hạn 


Áp dụng các định lí về giới hạn của dãy số, có thể chứng minh được các 
định lí sau đây về giới hạn của hàm số. 


ĐỊNH LÍ 1 


Giả sử lim ƒ(x) = L và lim g(x) = M (L, M e R). Khi đó 


x->*% x->*%ọ 


a) lim [ƒ(Œ2) + g)] =L+M; 


b) lim [ƒ(x) = g9] =L—M: 
©) lim [ƒ(+)gG)] =LM: 


Đặc biệt, nếu c là một hằng số thì lim [c ƒ(+)| =cE : 
x->%g 
ƒ@) _ L 


đ)Nếu Ä/z0thì lim ——— = —- 
) x->Xg ø(*) M 


Để dễ nhớ, ta nói 

Giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm số tại một điểm bằng tổng, 
hiệu, tích, thương các giới hạn của chúng tại điểm đó (rong trường hợp 
thương, giới hạn của mẫu phải khác không). 

Định lí 1 vừa nêu và định lí 2 tiếp theo vẫn đúng khi thay x —> xạ bởi x —> +œ 
hoặc x —> —œ. 


Nhận xét 


Nếu *# là một số nguyên dương và ø là một hằng số thì với mọi xạ  ÏR, ta có 


lim ax“ = lim z. lim x. lim x... lim x =áa( lim x" = đa - 


X>*g X©S%W X>% X->1g X>*g X>*§ 
 ——-———__ 
k thừa số 


Ví dụ 4. Tìm 
a) lim (x— 5x 2+7) ; b) lim 
x2 
Giải 
a) Ta có lim (x)—5x7+ 7) = lim xÌ— lim (5x2) + lim 7 
x2 


x2 x2 x—>2 


45 27 +7 e8, 
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252 — — — 
ðW (œzihtbGE.T Czc 1. lo, 


ÄẺ CA” xœx+1) x 
Do đó 
2 
..òỎỗ X“=Xx-2 .„›Ỏỗ X—2 
lim "— lim 7 =—3 L 
x—-—Il xX+x x>-l x 


2 
|H2| Tim lim ƒ.. 


x>-l x°+2x 


Tuy y3 
Ví dụ 5.Tìm lim = 
+53: À s34 =3 


Giải 
Chia tử và mẫu của phân thức cho x Œ là luỹ thừa bậc cao nhất của x trong 
tử và mẫu của phân thức), ta được 


9; 1 10 

Đc. DIEP TT) 
x2 —* xT + với mọi x0, 

x +3x_—3 "...- 

MP? cẾ 


Vì lim l'->+S]: lim c" lim Xin: lim bi 


* x x3 x—+œ X x->+œ x x>+œ® x 


= 2 lim . lim ? ¿T8 lim : 
x >+œ X x>+œ y x->+® Y 


=2.0-0+10.0=0, 
`. È) 3 ' sý 0x z 
và lim |l+ ““cbG 1 nên theo định lí 1. d), ta có 


.__ 2x -x+10 0 
lim 5 = 
xo>+ox +3x—3 Ì 


4 3 
10A CS T , 


x->—m x“ +2x2 —7 


= 0. IR 
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ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử lim ƒ(x) = L. Khi đó 


x>*%p 


3) lim |ƒ(+)|=|H| : 


b) lim $Íƒ(x) = Ä/L : 


c) Nếu ƒfz) > 0 với mọi x e 7` {xạ}. trong đó J là một khoảng 
nào đó chứa xụ, thì >0 và lim Vƒ(x) = VL. 


x>%p 


4_— 3 
Ví dụ 6.Tìm lim ạạ. 
#-Ð 9) DÀ +  / 


Giải 
4 3 4 3 
¬ 2x -x +x : 2x -x +x 
Vì lim _—=ằ=.. lim “ —; =2. L1 
t6 VỆ sp 2 Ất ca ý TU, NUẬc Sh DW TS j, 
Tìm lim |x°+7x và lim ÑxŠ+7x. 
x—>-] x>-l 


Câu höi và hài tận 
21. Áp dụng định nghĩa giới hạn của hàm số, tìm các giới hạn sau : 


a) lim —————— ; b) lim 


1 
xTI X+ÏI x>l j5— X 


22. Cho hàm số ƒf{x) = Si và hai dãy số (+„), (x„) với 
X 


l : l 
, X„ = 


X ,SEO RPODEEE-S 
(2n+Ð)3 


n 


= 2m1 
a) Tìm giới hạn của các dãy số (x„).(+„).(ƒ(x)) và (ƒ(x/)). 


b) Tồn tại hay không lim = ? 
x0 x 
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23. Tìm các giới hạn sau : 


2 4x — x 
a) lm(3x“ + 7x + II); lim : : 
x2 x—>I(2x — l)(x`—3) 
c) lim sị -) : d) lim vx=3 l 
x>0 * x->9 o9x—x? 
e) lim |x2 — 4|; 9 lim“ —, 
x3 x>2Ý 2x  -] 
24. Tìm các giới hạn sau : 
4 3 
äÿ lì Sâu Bi b) 1 2% xếp. l5.. 
#0 lý mỊ 4= x +Ì 


25. Tìm các giới hạn sau : 


2 F- 
a) lim =.. : b) lim —= —: 
x>-® 8x“ -x+3 x->+® x“ —x+ 2 


Bài đọc thêm 
CÁC ĐỊNH LÍ KẸP VÀ ĐỊNH LÍ VỀ ĐIỀU KIỆN TỒN TẠI GIỚI 
HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY SỐ TĂNG HOẶC GIẢM 


Trong bài này ta sẽ đề cập đến một vài định lí quan trọng trong lí thuyết giới hạn, 
được sử dụng nhiều trong lí thuyết cũng như trong thực hành. 


1. Các định lí kẹp 
Ta nhắc lại một định lí ở đầu chương : Cho hai dãy số („) và (v„). Nếu |u„| < v„ với 


mọi ø và lim v„ = Ö thì limu„ =0. 
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Đó là một trường hợp riêng của định lí sau : 
Định lí 1 (Định lí kẹp về giới hạn của dãy số) 
Cho ba dãy số („), (v„) và (w„). Nếu 
H„ Vụ S w„ với mọi n (1) 

và limư„, = limw„=kL (L<) thì limv„ạ = L. 
Chứng minh. Từ (1) suy ra 

Ô < vụ — H„ Š W„ — „„ VỚI mọi n. 
Vì lim(w„ — ư„) = limw„ — limư„, = L— L =0 nên lim(v„ạ — ư„ ) =0. 
Do đó lim vạ = lim (v„ — y ) + ưạ |= lim (vạ — y) + lim „y =0+L=L. 
Ví dụ. Tìm giới hạn của dãy số (w„) với 

Hụ = : + : +..  -. 


Giải. Với mỗi số nguyên k mà 1 < k< ñ, ta có 
1 1 1 


< < : 
\n2+n \n2-L# j2 #1 


Do đó 


<SuM với mọi 0. 


“...c ca 
Á#s£h ỉ N2 +1 


.. ) n 
Dê thấy lim = lim =l,dođó limu,„ = l1. IRÍ 
NT. YNn“ +1 


Từ định lí 1 và định nghĩa giới hạn của hàm số ta suy ra 


Định lí 2 (Định lí kẹp về giới hạn của hàm số) 
Giả sử 7 là một khoảng chứa xạ và ƒ, sg, là ba hàm số xác định trên tập hợp 
⁄X{x¿}. Nếu ƒ(x)< g(x)<h(x) với mọi xeJ \{xạ} và lim ƒ(+)= lim h(x)=L 


Xx->*%g Xx->*%g 
thì lim g(x)=L. 
X->*%g 

Áp dụng định lí 2, người ta chứng minh được định lí sau : 
Định lí 3 

lim *“Ý =1. 

x0 #* 
Chứng minh 


Vì x z 0 nên ta chỉ cần xét x trong một khoảng nào đó chứa điểm 0, chẳng hạn 
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e Trước hết giả sử xe lo ' ) Trên đường tròn 


M T 
.z N Z Lọ > 
lượng giác, ta đặt cung AM có số đo bằng x rad. Á 
Tia OM cắt trục tang tại điểm 7 (h.47). Ta có diện Ấ 
tích A OAM < diện tích hình quạt AM < diện tích A 
A OAT, tức là 


Ð y2 Đ yên: Ð tung 
? ? ? Hình 4.7 


VÌ xe lo : 5) nên sinx >0 ; do đó chia các vế của các bất đẳng thức trên cho 


1. 
7 sin x, ta được 


* lÏ 
: q) 
SINX  COS+X 
Vì cosx >0 với xe lo : 5) nên từ (1) suy ra 
cosx<Š “* « 1. (2) 
Xx 
„ 1 : HÔI & P My 
Nếu xe [-5 l 0) thì —x € lo , 5 ; áp dụng công thức (2) với (—+), ta được 
cos(—*) < THẾ U <1, hay cosx< _ <1. 
= X 
¬-..- T1. TL\.. ". 
Vậy với mọi x e = : 5) và x # 0 ta luôn luôn có (2). 
Vì hàm số y = cos x liên tục trên IR nên lim cos x = cos0 = 1. Theo định lí 2, từ (2) 
x->0 
suyra lim SE 1. IR 
x>U # 


2. Điều kiện để một dãy số tăng hoặc giảm có giới hạn hữu hạn 

Ta thừa nhận định lí sau : 

Định lí 4 

a) Dãy số tăng và bị chặn trên thì có giới hạn hữu hạn. 

b) Dãy số giảm và bị chặn dưới thì có giới hạn hữu hạn. 

Áp dụng định lí 4, người ta chứng minh được sự tồn tại giới hạn hữu hạn của nhiều 
dãy số. Ở đây ta chỉ nêu một ví dụ quan trọng. Xét dãy số („) với 


1 n 
tụ “[*z) . 


Dùng máy tính bỏ túi, ta tính được các giá trị gần đúng của các số hạng của nó : 
2; 2,25 ; 2,37037037 ; 2, 44140625 ; 2,48832;...; ooạ “= 2,71692393;...; 


Người ta chứng minh được rằng đây là một dãy số tăng và bị chặn trên (chẳng hạn 
bởi số 3). Theo định lí 4, dãy số này có giới hạn hữu hạn. Giới hạn đó được kí hiệu là 


e, tức là 
H 
e= lim|1 + ] Ề 
n 


Cũng như số z, số e có một vai trò quan trọng trong toán học. Người ta đã chứng 
minh được rằng nó là một số vô tỉ và có giá trị là 
e= 2,718281828459... 


N b GIỚI HẠN MỘT BÊN 


mg ——— 


Trong định nghĩa lim ƒ(x), ta giả thiết hàm số ƒ xác định trên tập hợp 


x>*%p 
(z; b)\ {xạ}. trong đó (z ; b) là một khoảng chứa điểm xo. Như vậy, các giá 
trị được xét của x là các giá trị gần xạ, bao gồm cả các giá trị lớn hơn lẫn nhỏ 
hơn xạ. Khái niệm giới hạn một bên xuất hiện khi ta chỉ xét các giá trị của 
hàm số với x > xạ hoặc chỉ xét các giá trị của hàm số với x < xạ. 


1. Giới hạn hữu hạn 


ĐỊNH NGHĨA 1 
Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (xạ ; Đ) (xạ e R). Ta nói 
rằng hàm số ƒ có giới hạn bên phải là số thực L khi x dần đến xọ 
(hoặc tại điểm xạ) nếu với mọi dãy số (x„) trong khoảng (xạ ; b) mà 
limx„ = xọ, ta đều có limfx„) = L. 
Khi đó ta viết 
lim ƒ(+) =L hoặc fx) —> L khi x —> T2 


x >1 


Định nghĩa giới hạn bên trái của hàm số được phát biểu tương tự. 
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ĐỊNH NGHĨA 2 


Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (2 ; xạ) (xạ e R). Ta nói 
rằng hàm số ƒ có giới hạn bên trái là số thực L khi x dần đến xọ 
(hoặc tại điểm xạ) nếu với mọi dãy số (x„) trong khoảng (ø ; xạ) 
mà limx„ = xọ, ta đều có limƒfx„) = L. 
Khi đó ta viết 

lim ƒ(+)=kL hoặc ƒf(x) ->L khix-> %ọ. 


x->*og 


Nhận xét 


1) Hiển nhiên nếu lim ƒ(x) = L thì hàm số ƒ có giới hạn bên phải và giới 
x—>*%p 


hạn bên trái tại điểm xạ và lim ƒ(x)= lim ƒ(x) = L. 
Xx->*⁄0 x10 


2) Ta thừa nhận điều ngược lại cũng đúng, nghĩa là 


Nếu lim ƒ(x)= lim ƒ(x)=L thì hàm số ƒ có giới hạn tại điểm xạ và 
x->*0g x—>Jvg 


lim ƒ(x) =L. 


x->*%g 
3) Các định lí I và định lí 2 trong §4 vẫn đúng khi thay x —> xọ bởi x —> #xg_ 
hoặc x —> HỆ, 


Ví dụ 1. Gọi đ là hàm dấu 
—l với x <0, 
đx)= + 0 với x=0, 
1 với x >0. 


Tìm lim đ(+x), lim đ(+) và lim đ(+) (nếu có). 
x0“ x0" x0 


Giải 
Với x<0, ta có đ(x) = —1. Do đó 


lim đ(z)= lim (—l) =-—I. 


x0" x0" 


2. 


Tương tự, ta có 


lim đ(x) = lim I =1. 


x0” x>0 


Vì lim đ(x)# lim đ(x) nên không tồn 


xU" x—0 


tại lim đ(+) (h. 4.8). H 
x->0 


Hi1| Tìm giới hạn bên phải, giới hạn bên trái 


và giới hạn (nếu có) của hàm số Hình 4.8 
+” với x < —], 
ƒ#+)= 
2x? —3 với x>—I1 


khi x dần đến —1. 


Giới hạn vô cực 
l) Các định nghĩa lim ƒ(x)=+®œ, lim ƒ(x)=-—s%, lim. ƒŒœ) = 


x—*g x->*q x0 


và lim, ƒ()=_—œ được phát biểu tương tự như định nghĩa 1 và định 
x> 30 


nghĩa 2. 
2) Nhận xét 1 và nhận xét 2 vẫn đúng đối với giới hạn vô cực. 


Ví dụ 2 


a) Từ định nghĩa giới hạn bên trái và giới hạn bên phải của hàm số, ta có 


: 1 - 1 
lim —=—œvà lim —=+ø. 
x0 #* x0 #* 


Vì lim n z lim : nên không tồn tại HT — _ th 4.9a). 
x>0 X_ x>0' * —¬0 * 


: " : l “ 
b) Dê dàng thấy răng lim —— = +œ. Do đó 
x>0lx Ì 


lim 5 =+œ và lim — = +œ (h. 4.0b). LI 
x->0_ |xÌ x->0” Ixl 
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Hình 4.9 


26. Áp dụng định nghĩa giới hạn bên phải và 
giới hạn sau : 


a) lim 4Jx—1; 


xo! x5” 
c€) lim ; d) lim 
TU mo x>»3 X— 
27. Tìm các giới hạn sau (nếu có) : 
sỹ: Tim lx - 2l : BỆ :riữi [x - 2l : ) lim 7 2T 
xo»2' X—2 x2 #X—2 x>2 x—2 
28. Tìm các giới hạn sau : 
s2 
2) Hm 2 +25, b) lim “—; 
x>0” x— NI x>2" AJ2 — x 
: jJ* =7 +kÏ2 
&Ÿ: Ta # +3ö*y+2 : äy tììn N th 
x>(c-D*" ly + x! x37 9_ x2 
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b) 


giới hạn bên trái của hàm số, tìm các 


b) lim (j5—x+2x) ; 


29. Cho hàm số 


5Ä IERÌ VỚI x <— 2, 
ƒ@= 


J2x?+l1_ với x>-—2. 


Tìm lim ƒ(+), lim ƒ(y) và lim ƒ(+) (nếu có). 
x(-2Ƒ" x—>(-2)† x->-2 
Luyện tập 
30. Tìm các giới hạn sau : 
2 
a) lim lx? —8l; b) lim be cuêc 
x>v3 x>2 xế + 2x 


3 
c) lim | —; đ) lim Đệ co . 
x—_I Wx/ -3 x3 xÝ n6 


1"... Ð im 21x‡1=Š x?—3 


e) lim 


x-2 2x2 +x—3 : #.3-=2 2x+3 
31. Tìm các giới hạn sau : 
3 ch 
a) lim x ` +22, jidgc S2 ¿ 
.N ..... x-32x” — 3x — 9 
4 
— v4l-— -1 
[nh che đj lầu 


x>-2x” +6x+8 xoL ly? _ x 


32. Tìm các giới hạn sau : 


5 SN 
a) lỈ - BÁC b2 b) lim 2lx| + 3 
x+—>+» Ï(2x“ — (x” + #) x>-œ x+x1+5 
2 
x“+x+2x X 
c) lim -———————; d) lim +1) |—————— - 
ĐNGG 2x+3 DĐ ) 2x2 +x? #Í 


33. Cho hàm số 
f@= 4“: 72x33 “VớÌxS 2, 
4x_— 3 VỚI xX > 2. 


Tìm lim ƒ(+), lim ƒ(z) và lim ƒ(z) (nếu có). 
x>27 x2" x2 
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MỘT VÀI QUY TẮC TÌM GIỚI HẠN 
Š VÔ CƯC 


Các định lí trong mục 3 §4 chỉ đúng đối với các giới hạn hữu hạn, không áp 
dụng được cho các giới hạn vô cực. Trong mục này, ta sẽ giới thiệu một định 
lí liên quan đến giới hạn vô cực và hai quy tắc tìm giới hạn vô cực. Định lí và 
các quy tắc này được áp dụng cho mọi trường hợp : 

X >1, Ä 2 X->#ụg, x->+® Và x->—oœ. 


Tuy nhiên, để cho gọn, ta chỉ phát biểu cho trường hợp x —> xụ. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu lim |ƒ(x)|= + thì lim : 


X->⁄ụ X —> 1g ƒŒ@) - l 


Dễ dàng suy ra định lí trên từ định nghĩa giới hạn của hàm số. 
Quy tắc 1 
Nếu lim ƒ(y)=+œ và lim g(x)=L#0 thì lim [ƒ+)g@)] 
x->%p x->%ọ x->%g 
được cho trong bảng sau : 


ƒŒ) Dấu của L vn) ø@œ)| 
+œ + +œ 
+œ — —oo 
5 + —œ 
—oœ = +œo 
Ví dụ 1. Tìm 
a) lim (2xÌ— x°+ 3x — 9); b) lim "=_ 
x->—œ x>-®2Y — X + 3x_—5 
Giải 
a) Ta có 
ĐỀ TsÈ+3x~5= s`[2 _, : ;] với mọi x # 0. 
*x X 
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Vì lim xÌ=-œ và lim 2 tệ : Y]=2>0nen 
. 


x>-~œ x>-—œ 


lim (2xÌ— x +3x—5)=-— 


x—œ 
1 
b)Vì lim px” —x2 +3x—5|= c2 tiện: lfft:2===== ===.s0//E 
x->—œ x>-®2y3— x?+ 3x — 5 
Ví dụ2.Tìm lim 4j3x7— 5x. 


x>—œ 
Giải 


Với x <0, ta có 


VJ3x?—-5x = Tiếu = lx J3 —Š. Vì limlxl=+œ và 


#*—>—œ 
lim ,|3— =A3 >0nên lim 3x ”— 5x =+œ, L 
x>—® x>—œ 
|H| rìm lim Ÿx?- 23”, 
x->+œ 
Quy tắc 2 


x*>%p 


Nếu lim ƒ(y)=Lz0, lim ø(x) =0 và g(y) > 0 hoặc ø(x) <0 
x->%p 


với mọi x e J \{xạ}, trong đó 7 là một khoảng nào đó chứa xạ 


thì lim / được cho trong bảng sau : 
x>xụ Ế sø(Œ) ) 

` d0 n3 ` 
Dấu của L, Dấu của e(+) pU Si z() 

+ + +oœo 

+ — —œO 

= + —œ 

¬ ¬ +œ 


l1 


Vídụ3.Tìm lim -“ TT, 
x->-2 (x+2) 


Giỏi 
Tacó lim (2x+l)=—3 <0, lim (x +2)” =0 và (x+2}” > 0 với mọi 
x—_—2 x—_—2 
x#-2.Dođó lim An H 
x>-~2 (x+2) 
2 — 
Vidd:4 in lim 
x2 X: =2 
Giải 
Vì lim (2+x-2)=4>0, lim (x— 2) =0 vàx—2>0 với mọi x>2 nên 
x2 x2" 
Bộ 
Ni 6c H 


x2 x—2 


2 — 
[H2|Tm ñm #+?*~Z. 
x—2 


x2. 


Ví dụ 5. Tìm lim 2 : 
L2 22-22127570, xÔ)) 
Giải 
Chia tử và mẫu của phân thức cho x” œŒ là luỹ thừa của x có bậc cao nhất 
trong tử và mẫu của phân thức), ta được 


2-2. 
Đã = 58754 7 "8"... 
¬ HH với mọi x #0. 
›>=#¿zÍ AE. 
— ——— +l++— 
*X x" x 
Vì lim Mac =2>0, lim SP =0 và 
x—>—œ x xŠ x-š =œ-\ # x x 
DU Vai EC be 2 <0 với x<0 nên 
x x1 x„ X *x x? 
2x)—5x2+1_ 


lim 5 
sM C U cột 2S: cế ta, 
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34. 


Jộ: 


3ó. 


“TẾ 


0âu hủi và hài tập 


Tìm các giới hạn sau : 


a) lim (3v) —5x” +7); 
x—œ 


Tìm các giới hạn sau : 


Tìm các giới hạn sau : 


¬~..- 
a) lim 5 : 
x->+œ x +Í 


Tìm các giới hạn sau : 


: sô 2x+1 
a) lim 23 : 
x—>ll (x—l) LG, 


b) lim 42x -3x+ 12. 


x >+œ 


5 


b) lim 


x¬1(x— J(@2 —3x+2)_ 


CÁC DẠNG VÔ ĐỊNH 


“1 RE VN 


Khi giải các bài toán về giới hạn, ta có thể gặp một số trường hợp sau đây : 


1) Tìm IS”) trong đó limƒf(x) = limeg(x) = 0 hoặc limƒf(x) = + œ, 


gŒ) ` 
limg(x) = + œ. 


2) Tìm lim[ƒf(x)g(+)], trong đó limƒ(x) = 0, limg(x) = + œ. 
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1. 
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3) Tìm lim[ƒtx) — øg()|], trong đó limƒf(x) = limg(x) = 

hoặc limƒ(x) = limg(x) = — 
(Khi x —> xọ, hoặc x —> xj , x —> xạ „  —> +%, x —> —%). 
Khi đó không áp dụng được các định lí về giới hạn hữu hạn cũng như các quy 
tác tìm giới hạn vô cực. Ta gọi đó là các dạng vô định và kí hiệu chúng, theo 
thứ tự, là 
2) 0.œ ; 3) œ— œ, 
Khi tìm giới hạn các dạng này, ta cần thực hiện một vài phép biến đổi để có 
thể sử dụng được các định lí và quy tắc đã biết. Làm như vậy gọi là khử dạng 
vô định. Sau đây là một số ví dụ. 


S 


Dạng 0 


3I8 


Ví dụ 1. Tìm lim Kê 
x—>l x“ — 12x + lI 
Giải 
Ta có dạng vô định n Nhân tử và mẫu của phân thức với x + 4/2x - l, 
ta được 


—N2x-—] Ẫ (x— 42x — 1)( + A/2*x - ]) 
“=i0xwii (x7 -12x +11) + 22x — 1) 


—=2x+ 1 


X 
(x— D(x— 1])( + 4/2x - l) 


x7] 


_ œ-1ĐDŒ@+-2x-1) 
lim X—4J2x— z ¬. H 


xlx” —12x + II SĐT TITEPNI SE )_ 
IHÌ| Tìm lim Án Ho, 


x~-2x) + 2x” 


với x Z ]. 


Do đó 


Ví dụ 2. Tìm lim 
Giải 


. ®œ z. ° F ‹4 
Ta có dạng vô định —. Với mọi x < Ö, ta có 
© 6) 


Ya°-3x = b“{:--š]=kf lI ` . lI = 
X X . 


Do đó 
R ThS D TÓi 
x =3x xŠ = Th 
2x? +1 2x? +1 2,1 
X 3 


Vì lim l2 ti lim [Ệ+ š]=0xà 2+-;<0 với mại x<0 
X X 


Ví dụ 3. Tìm lim (x - 2) 


x2” +? — 


Giải 


Ta có dạng vô định Ú.œ. Với mọi x > 2, ta có 


2) 2) 4x „ J2 
X?= A4(x - 2)(œ + 2) xJx+ 2 
Do đó 


lim (x— 2) Nhà 2.Ýx - 0-42 -ọ, n 


x2 = — 4 c.. Jx+2 2 
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38. 


39. 


40. 


4I. 
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Dạng œ — œ 


Ví dụ 4.Tìm lim (V1+ x - Vx). 


x->+œ 
Giải 
Ta có dạng vô định œ — œ. Nhân và chia biểu thức đã cho với biểu thức 


VXl+x + AÍx, ta được 


xx-g=@Itx-z@l+tz+kv_ 1 —, 
Ý? te ạt thu nh”. 


1 
lim (Vl+>x_—.jx)= lm ——————-= 
x>+œ x—>+œ V] +wx+ *x 


(41+ x + Yx được gọi là biểu thức liên hợp của biểu thức V/1 + x — Vx ). 


Do đó 
0. 


0âu hủi và hài tập 


Tìm các giới hạn sau : 


ST 2 . 
a) lim mG b) lim 2x + 5x-3, 
x->2 x2—4 x+c3" (x+3Ÿ 

2x”+ 5x—3 Jx2+1—1 
cỳ lim “———; DÌ Lí. TP kathLác Amiu. 
x(-3)_ (x+3)ˆ x>0_ xế+Y 


Tìm các giới hạn sau : 


Dễ l3 22: 
l3: lấn 26 CÁ LU... by. làm 2x Tx+12- 


x+œ 9-3xŠ ` Xx—œ 3lxI—17 


Tìm các giới hạn sau : 
3 lim @`+Ù |——; b) lim (x+2) — 
x(-I)" x mÌ x->+œ x+x 


Tìm các giới hạn sau : 


a) lim (\jx?+1—x): bi 


+->+œ x—>l X mm 


42. Tìm các giới hạn sau : 
a) lim Ề + 5] ) 
x>0\+*X x 


gi CC 
x—>9 —* 


k¿ 


lì: từ š eng vý ÚY - 
x—+ 2x—-7 : 


43. Tìm các giới hạn sau : 


x? +33. 


a) lim 
xš-V43 3.— x? 


Jx—Ì 
c) lim Đề : 
x>l x —-x 


44. Tìm các giới hạn sau : 


: 24”: # 
a) lim x ¬—. 
ĐÔNG VN VỤ, “EX Ki ;SP 1O 


VJ2x! + =4 : 


k 


c) lim 
) x->+œ l—-2x 


45. Tìm các giới hạn sau : 


vxz?+x_—Ax. 


a) lim : : 
x0 x 
`1. `ẽ =. 


x3 427-x” | 


Luyện tận 


#¿ 
đ) lim —————— 


mm TỶ 
x0 * : 
: ni +4 
? lim —————. 
x>—œ x+4 


\J# =2, 


b) lim 


l2 
„HH lxÌ+ Jx“+x„ 


x>-œ x+10 : 


dđ)_ lim (\2xŸ +1 +3). 


x->—œ 


ẽẽ a—=. . 
#31?” 2/[S2.,€ 8=” 


3 — 
đ) lim ; n 
x2” xế —2x 
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S HÀM SỐ LIÊN TUC 


Trong định nghĩa giới hạn của hàm số tại một điểm, ta không giả thiết hàm số 
xác định tại điểm đó. Hơn nữa, nếu hàm số xác định tại điểm được xét thì giới 
hạn (nếu có) và giá trị của hàm số tại điểm đó không nhất thiết bằng nhau. Tuy 
nhiên với những hàm số thường gặp như các hàm đa thức, các hàm phân thức 
hữu tỉ, các hàm số lượng giác, ..., giới hạn và giá trị của hàm số tại mỗi điểm mà 
nó xác định là bằng nhau. Các hàm số có tính chất vừa nêu đóng vai trò quan 
trọng trong Giải tích và trong các ngành Toán học khác. Người ta gọi chúng là 
các hàm số liên tục. 


Hàm số liên tục tại một điểm 


ĐỊNH NGHĨA 
Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (ø ; b) và xạ e (z ; 5). Hàm 
số ƒ được gọi là liên tục tại điểm xạ nếu 
lim ƒ(x) = ƒŒGq). 
x->*%p 


Hàm số không liên tục tại điểm xạ được gọi là gián đoạn tại 
điểm +q- 
Ví dụ 1 


a) Hàm số ƒ{) = x7 liên tục tại mọi điểm 


xạ e Rvì 


lú ƒJe= £ƒfGNì: 


x> %0 


b) Hàm số 


= với x # 
ƒŒ@= 4x 
0O với x=0 Hình 4.10 


gián đoạn tại điểm +x = 0 vì không tồn tại lim ƒ(+) = lim E (h. 4.10). L 
x—>0 x>0 #* 


|H†| Xét tính liên tục của hàm số ƒ() = Ixl tại điểm x = 0 (h. 4.1). 
Ví dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số 
x” +l với x#— Ì 


ƒ) = L_. 
2 VỚI X7=— 
tại điểm x = —l. 
Giải 
Ta có 


lim ƒ(x)= lim (x"+l)=2 vàf-D= T 
x>-I x.=Ï 8) Hình 4.11 


Vì lim ƒ(x) # ƒ(—1) nên hàm số ƒ gián đoạn tại điểm x = —I (h. 4.12). L 
x—_—I 


í 
I 
I 
I 
I 
I 
' 
1 


Hình 4.12 Hình 4.13 
[H2 Xét tính liên tục của hàm số 
2 = 
x“ +lvới x<Ìl 
#3) = l 
x—l VỚI x>ÏI 
tại điểm x = 1 (h. 4.13). 
2. Hàm số liên tục trên một khoảng, trên một đoạn 


ĐỊNH NGHĨA 
a) Giả sử hàm số ƒ xác định trên tập hợp J, trong đó J là một 
khoảng hoặc hợp của nhiều khoảng. Ta nói rằng hàm số ƒ liên 
tục trên J nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc tập hợp đó. 
b) Hàm số ƒ xác định trên đoạn [ø ; b] được gọi là liên tục trên 
đoạn [ø ; b] nếu nó liên tục trên khoảng (ø ; b) và 

lim ƒ(x) =ƒf), lim ƒ(x) =ƒ0). 
đã x>b. 


xa 


169 


Ví dụ 3. Xét tính liên tục của hàm số 


f2)= \1- x7 trên đoạn [—I ; I1]. 


Giải 
Hàm số đã cho xác định trên đoạn 
[_—1; 1]. 


Hình 4.14 


Vì với mọi xg e (—I ; Ï) ta có 


lim ƒ()= lim N =ử” =4 =#u =fƒGq); 


X->%p X->*g 


nên hàm số ƒ liên tục trên khoảng (—I1 ; 1). Ngoài ra, ta có 


lim ƒ/Œ@)= lim J1—-x2 =0=ƒŒ-l) 


x>(-U* x>(-U* 
và lim ƒ(+) = lim 4/1— x7 =0=#U). 
x>l” x>l” 
Do đó hàm số đã cho liên tục trên đoạn [—1 ; 1] (h. 4.14). L 
CHÚ Ý 


Tính liên tục của hàm số trên các nửa khoảng [a ; Ðb), ( ; bị, 
[ ; +) và (—œ ; b] được định nghĩa tương tự như tính liên tục của 
hàm số trên một đoạn. 


Chứng minh rằng hàm số ƒfx) = A|x + L liên tục trên nửa khoảng [-l ; +œ) 
(tức là liên tục trên khoảng (-1 ;+œ)và lim — ƒ(x) = ƒ(-])). 

x>(Œ-D* 
Qua các ví dụ đã xét, chẳng hạn ví dụ 3, ta thấy hàm số liên tục trên một 
khoảng hoặc trên một đoạn có đồ thị là một đường "liền nét". Trong ví dụ 2, 
hàm số ƒ gián đoạn tại điểm x = —I ; đồ thị của nó không phải là một đường 
liền nét. 
Nhận xét. Từ định lí 1 và nhận xét sau định lí 1 trong §4, dễ dàng suy ra 
1) Tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm số liên tục tại một điểm là những hàm 
số liên tục tại điểm đó (trong trường hợp thương, giá trị của mẫu tại điểm đó 
phải khác 0). 
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2) Hàm đa thức và hàm phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức) liên tục trên tập 
xác định của chúng (tức là liên tục tại mọi điểm thuộc tập xác định của chúng). 


Ta thừa nhận định lí sau 


ĐỊNH LÍ 1 


Các hàm số lượng giác y = sinx, y = coSx, y = tanx, y = cotx 


liên tục trên tập xác định của chúng. 


Tính chất của hàm số liên tục 
ĐỊNH LÍ 2 (Định lí về giá trị trung gian của hàm số liên tục) 


Giả sử hàm số ƒ liên tục trên đoạn [ø ; b]. Nếu fø) # 0) thì 
với mỗi số thực #⁄ nằm giữa ƒ{z) và ƒ(b), tồn tại ít nhất một 
điểm e e (z; b) sao cho ƒ(c) = M. 


Ý nghĩa hình học của định lí 

Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [a ; b] và 
M là một số thực nằm giữa ƒ(a) và ƒb) thì 
đường thẳng y = M cắt đồ thị của hàm số 
y=ƒQ) ít nhất tại một điểm có hoành độ 
cc(z;b)(h. 4.15). 


T ? Hình 4.15 
HẸ QUA 


Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [z ; b] và ƒ(ø) ƒ(b) < 0 thì tồn 
tại ít nhất một điểm c e (ø ; b) sao cho ƒ{c) = 0. 


Ý nghĩa hình học của hệ quả 

Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [a ; b] và 
ƒ{a)ƒfb) < 0 thì đồ thị của hàm số y = (+) 
cắt trục hoành ít nhất tại một điểm có 
hoành độ c e (a; b) (h. 4.16). 

Ví dụ 4. Cho hàm số P(@) =x` + x -l. 

Áp dụng hệ quả, chứng minh rằng phương 
trình P(z) = 0 có ít nhất một nghiệm 
dương nhỏ hơn 1. Hình 4.16 
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Giải 
Hàm số P liên tục trên đoạn [0 ; 1], P(0) =—1 và P(1) = 1. 


Vì P(0)P(1) < 0 nên theo hệ quả, tồn tại ít nhất một điểm c e (0; 1) sao 
cho P(c) = 0. 
x =c chính là một nghiệm dương nhỏ hơn 1 của phương trình P(+) = 0. II 


2 
: +5x—2 : ẳ ñ : 
Cho hàm số ƒ[x) = ——~ Chứng minh răng tổn tại ít nhất một điểm 
X 


c e(0; 2) sao cho ƒ{c) = -0,8. 


0âu hủi và hài tập 


46. Chứng minh rằng : 


3 — 
a) Các hàm số ƒ(x) = x—x+3 và ø(x) = = liên tục tại mọi điểm 
x“+1 
xek. 
EJiEmIS2-10 022 Với z:2 
b) Hàm số ƒ(x) = x—2 Ề 
1 VỚI x = 2 


liên tục tại điểm x = 2. 


*Š — với xzl, 
c) Hàm số ƒ(+) =4 x— Ì 
2 VỚI X = Ì 


gián đoạn tại điểm +x = I. 


47. Chứng minh rằng : 


a) Hàm số ƒ(v) = xˆ - x” +2 liên tục trên R ; 


1 
VI— x 


c) Hàm số ƒ(x) = V8 - 2x7 liên tục trên đoạn [—2 ; 2] : 


b) Hàm số ƒ(+x) = liên tục trên khoảng(-—I ; l1) ; 


đ) Hàm số ƒ(x) = 2x - L liên tục trên nửa khoảng Ẹ ;+ »] 
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48. Chứng minh rằng mỗi hàm số sau đây liên tục trên tập xác định của nó : 


#'#71wd:4.. 
My |...” 


a) ƒ(x) =  ƒG)=xI=xz+e2=x. 


49. Chứng minh rằng phương trình 
x “cosv + xsinx + 1 = 0 


có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0; 7). 


Bài đọc thêm 
/ TÌM GIÁ TRỊ GẦN ĐÚNG NGHIỆM 


CỦA PHƯƠNG TRÌNH 


Ta sẽ đưa ra một kĩ thuật tìm giá trị gần đúng nghiệm của một phương trình nhờ áp 
dụng hệ quả của định lí về giá trị trung gian của hàm số liên tục. 


Giả sử hàm số ƒ liên tục trên đoạn [z ; b] và ƒ(z), ƒ{b) trái dấu. Khi đó, khoảng (z ; b) 
chứa ít nhất một nghiệm của phương trình ƒ(x) = 0. 
a+b 
GG 
1. Nếu ƒữn) = 0 thì z là một nghiệm của phương trình. 
2. Nếu ƒứn) # 0 thì /(m) trái dấu với /(a) hoặc trái dấu với ƒ(). 
a) Nếu ƒn) trái dấu với ƒ{a) thì phương trình có nghiệm nằm trong khoảng (z ; m). 


Gọi z là trung điểm của đoạn [¿ ; b], tức là  = 


b) Nếu ƒ(n) trái dấu với ƒ(b) thì phương trình có nghiệm nằm trong khoảng (7 ; Ð). 


Giả sử xảy ra trường hợp a). Gọi mm; là trung điểm của đoạn [z ; m], tức là 


q+Tmn 


= . Ta lại xét giá trị ƒ¡) như đã làm ban đầu. 


Tiếp tục quá trình đó, sau một số hữu hạn bước, ta tìm được hoặc một nghiệm của 
phương trình hoặc giá trị gần đúng của một nghiệm với độ chính xác mong muốn vì 
các đoạn chứa nghiệm ngày càng "thắt" lại. 


Ví dụ 1. Hàm số ƒ(x) = -2xÌ + 7x7 + 6x - 21 liên tục trên ïR. Vì ƒ(—2) = L1 và 


#1) = —18, nên phương trình -2x” + 7x? +6x —21=0 có ít nhất một nghiệm 


trong khoảng (—2 ; —1). Ta tìm giá trị gần đúng của nghiệm đó theo cách đã nêu. 
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e Trung điểm của đoạn [~2 ; —1] là —1,5 ; Vì —1,5) = -7,5 nên phương trình có 
nghiệm nằm trong khoảng (-—2 ; —1,5). 

e Trung điểm của đoạn [—2 ; —1,5] là 1,75 ; Vì 1,75) = 0,65625 nên phương trình 
có nghiệm nằm trong khoảng (—1,75 ; —1,5). 

Ta tiếp tục làm như vậy cho đến khi đạt được giá trị gần đúng của nghiệm với độ 
chính xác cần có. 

Quy tắc thực hành 

Trong tính toán ta không quan tâm đến các giá trị liên tiếp của ƒ(x) mà chỉ quan tâm 
đến dấu của chúng. Vì vậy, ta ghi các giá trị liên tiếp của x trong một bảng gồm hai 
cột : cột + và cột —. 

e Trong cột + ta ghi các giá trị của +, tại đó ƒ(x) lấy giá trị dương. 

e Trong cột - ta ghi các giá trị của +x, tại đó ƒ(+) lấy giá trị âm. 

e Mỗi giá trị tiếp theo của x là trung bình cộng của giá trị sau cùng của cột + và giá trị 
sau cùng của cột - trước nó. 

e Nghiệm của phương trình nằm giữa giá trị sau cùng của cột + và giá trị sau cùng 
của cột —. 

Chẳng hạn, với ví dụ 1, ta có bảng sau : 


+ = 
#-2)=1I =2 
¬i f-D=-18 
=l5 Ñ-L5) =-—1.5 
ƒL75)=0,65625 | -1,75 
-1,625 ƒ{-L,625) = -3.68359375 
—1,6875 ƒ{—1,6875) =—1,5805664063 
-1,71875 


Phương trình có nghiệm xạ thoả mãn 
=JO< sâu <== Lại 0 1.) 
Giá trị gần đúng của nghiệm là —1,7 sai khác không quá 0,1. INi 


Ví dụ 2. Tìm giá trị gần đúng của A/2 với ba chữ số thập phân. 
Giải 
Ta thấy x” là một nghiệm của phương trình 

ƒQ=+x?-2=0. 
Vì #1) = —I và ƒ2) = 2 nên phương trình trên có một nghiệm nằm trong khoảng (I1 ; 2) ; 
đó là 42 (còn nghiệm -V2_ của phương trình nằm ngoài đoạn [1 ; 2]). Bảng sau 
đây cho ta giá trị gần đúng của x2. 


50. 


51. 


_ + 
1 
2 
1,5 
1,25 
1,375 
1,4375 
1,40625 
1,421575 
1,4140625 
1,41796875 
1,416015625 
1,4150390625 
1,41455078125 


Từ bảng trên ta có 
14140625 < V2 < 1,41455078125. 
Giá trị gần đúng của 42 là 1,414 sai khác không quá 0.001. 


Luyện tận 


Chứng minh rằng : 
a) Hàm số 
(x+U vớix<0 
Xà O THIỆP 
x+2_ với x>0 
gián đoạn tại điểm +x = 0. 
b) Mỗi hàm số 


liên tục trên tập xác định của nó. 


Giải thích vì sao 


a) Hàm số ƒfx) = x2 sinx — 2cos” x + 3 liên tục trên ÏR ; 


Y) + x€O0Sx + sinx 
2sinx + 3 


b) Hàm số g(x) = 


liên tục trên ÏR ; 
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Y 


Đó, 


54. 
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(2x + l)sinx — COSỔ x 


c) Hàm số j(x) = "mã 


liên tục tại mọi điểm +x # km, k e Z. 


Chứng minh rằng hàm số ƒfx) = x7 + x+3+ 


l : VI, 
2 liên tục trên tập xác định 
%x — 
của nó. 
Chứng minh rằng phương trình x"+x+l1=0 có ít nhất một nghiệm âm 
lớn hơn —I. 
Cho hàm số 


mÌ VỚI x= 
a) Chứng tỏ rằng ƒ(—1)ƒ(2) < 0. 
b) Chứng tỏ rằng phương trình ƒ(x) =0 không có nghiệm thuộc khoảng 
(1; 2). 
c) Điều khẳng định trong b) có mâu thuẫn với định lí về giá trị trung gian của 
hàm số liên tục hay không ? 


'®. CÔ-SI, NHÀ TOÁN HỌC LỚN 


Nhà toán học Pháp Cô-si (Cauchy) là một trong những người sáng lập ra Giải tích 
hiện đại, đồng thời ông cũng có nhiều đóng góp sâu sắc trong các ngành toán học và 
khoa học khác. Ông đã để lại dấu ấn thiên tài của mình trong nền Toán học thế kỉ XIX. 
Sinh ở Pa-ri, từ rất sớm ông đã ham mê toán học. Năm 
mười sáu tuổi ông vào học Đại học Bách khoa Pa-ri và 
trở thành kĩ sư. Sau đó, ông tham gia xây dựng quân 
cảng Sec-bua (Cherbourg). Hăng say lao động nhưng 
sức khoẻ không tốt, ông đành phải trở về giảng dạy 
Giải tích và Cơ học tại Đại học Bách khoa Pa-ri. 

Từ thế kỉ XVIII, nhà toán học Thuy Sĩ Lê-ô-na Ơ-le 
(Leonhard Euler, 1707 - 1783) đã phát triển phép tính 
vi phân của nhà toán học Anh Niu-tơn (Newton, 1642 — 1727) 
và nhà toán học Đức Lai-bơ-nít (Leibniz, 1646 - 1716). 
Tuy nhiên, các khái niệm vô cực, vô cùng bé và vô cùng 
lớn vẫn còn tối nghĩa, không rõ ràng, lập luận còn thiếu 
chặt chẽ. 


Augustin Louis Cauchy 
(1789 - 1857) 


Trong giảng dạy, Cô-si quan tâm đặc biệt đến việc định nghĩa các khái niệm một 
cách chặt chẽ. Nhiều định lí và phương pháp do ông chứng minh và phát minh mang 
tên ông. Chính ông là người đầu tiên đã trình bày khái niệm giới hạn của hàm số 
bằng ngôn ngữ như hiện nay đang được giảng dạy trong các trường đại học. 

Giáo trình Giải tích mà ông giảng dạy và công bố đã ngay lập tức bị các sinh viên và 
các đồng nghiệp phê phán bởi vì nội dung của nó vượt xa mục tiêu đào tạo các kĩ sư 
tương lai thời đó. Cuộc cách mạng năm 1830 đã làm gián đoạn sự nghiệp của ông. 
Trung thành với Sác-lơ X (Charles X), ông đã từ chối không tuyên thệ trung thành với 
vua Lu-i Phi-lip Đooc-lê-ăng (Louis Philippe d'Orléan), người thay thế Sác-lơ. 

Ông đã bị đi đày ở Tu-rin, sau đó ở Pra-ha. Tại đây ông đã làm gia sư cho công tước 
Booc-đô (Bordeaux), cháu của vua Pháp bị phế truất. 

Trở về Pa-ri năm 1838, tính cố chấp của ông về chính trị đối với chế độ mới đã khiến 
ông bỏ lỡ nhiều vị trí công tác mà nhiều người ao ước. 

Cuộc Cách mạng Cộng hoà năm 1848 đã giải lời thề trung thành cho các công chức. 
Nhà toán học thiên tài đã hết ưu phiền và nhận ghế Giáo sư Thiên văn - Toán tại 
Đại học Sooc-bon (Sorbonne). Ông giảng dạy và nghiên cứu ở đó cho đến cuối đời. 
Ông đã có nhiều đóng góp về Giải tích, Đại số, Hình học, Số học, Lí thuyết hàm số 
phức, Cơ học, Quang học, Thiên văn học, ... 


0âu hủi và bài tận ôn tập chương IV 
A. GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 


535. Tìm giới hạn của các dãy số („) với 


-— 2n"—n—3 : le xu 20-63 : 
H — na 9% 


<<... =3 


€) t„= —2n” + 3n — T; đ) u„= Ân? + 8n” —71. 


56. Tìm giới hạn của các dãy số (w„) với 


n— An 
8) H„= vJ3n — Ï — vJ2n — L ; DỊ cm BA, 


2. đã. 


a) 


57. Cho một cấp số nhân („), trong đó 
243uạ = 32ux_ với ¡+ # 0. 
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a) Tính công bội của cấp số nhân đã cho. 
b) Biết rằng tổng của cấp số nhân đã cho bằng 3”, tính ø. 
58. Tìm giới hạn của dãy số („) xác định bởi 
| | | 


Iu„ạ= << 


E7 C:0Á0 9007, TSnTïê 


: `. l l 1 
Hướng dân : Với môi số nguyên dương k, ta có II “.n 


B. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ. HÀM SỐ LIÊN TỤC 


59. Tìm các giới hạn sau : 


4 2 
¬#+5 
a) lim AE /En2b525 E00. b) lim AC SỐ 
x-2 x —x+2 x>-œ 2x-—1 
4 
c) lim = ` Ôi l= cu 
x3) +” +4x+3 x>2(x— 2)“ \4—* 
S+2x_-2 
gì. /l]mỹ; Ð_ lim (N2 +x—4J4+x2)- 
x+C2Ï'- sJj#+2 +—>-œ 
60. Hàm số 
X TỔ với v „s2 
ƒŒ) =4 4x+8 
3với x = —2 


có liên tục trên lRÑ không 2 


61. Tìm các giá trị của tham số để. hàm số 


47—=3x+2 
ƒŒ) = xˆ—2x 
"x + m + ] VỚI X > 2 


VỚI X< 2 


liên tục tại điểm x = 2. 
62. Chứng minh rằng phương trình 
x*—3xz?+5x—6=0 
có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (1 ; 2). 
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Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi câu của các bài từ 63 đến 65, hãy chọn kết quả đúng trong các kết 


quả đã cho. 
63. a) lim2= 2Vnsin2n là: 
2n 
(A)1: (B) 2; (C)~1; (D)0. 
2 3 
b) Hư Sa là: 
2n + 5n — 2 
lDN INN =-. 
(A) 2° (B) s” (C©) 27 (D)0. 
c) he là : 
21.2 4P 3-1 
L„ Si HN _ 
(A)-2 : () _ (C©) 2) (D)-I. 
d) lim(2n — 3ø) là: 
(A)+ø; (B)_-ø; (j2: (D)- 3. 
3 
64. a) lim^ — là: 
l—-3n 
(A)—2 : đệ: (+5; (D)-œ 
: s _ 
b) lim(2" ` Si) là: 
(A)+®; (1; (Q—; (Ð) Š- 
c) lim( ý» ti vn) là: 
(A)+øœ; (B)-ø; (C@)0; (D) 1. 
1 
đ) lim—————— là: 
N.. +11 —ïñ 
(A)+øœ; (B)0; (@€)2: (D) -2. 


179 


A —_— * 

(A) 37 
b) Tổng của cấp số nhân vô hạn 

n 

11 1 (H]) 


(B)0; (C1; (Ð) 2. 


7." k— g0 2n FT) 
là: 
(A)=+: Gợi (C)-: (Đ)~2- 
4 k 2 k 3 3 
c) Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,5111... được biểu diễn bởi phân số 
6 46 43 47 
A)—: B) — ; CC): D)- 
(A)m đo () 0o Đ) 
66. a) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là —1 ? 
LG. 
ÉÄ) 1U” + (B) lim ———; 
2-ần 2n) +1 
— H+n _. 
(C) Hs : (D) lim 5 : 
-2n—n +3 
b) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là + œ ? 
SP 3 ` 
(A) lim" n ác (B) lim” SẺ AE : 
nh+n n—2n 
2 5 
Giả l0 
n tần 2n—] 
c) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là 0 ? 
n n 
SÀN nh đ/lữn Tý 
32. I-2” 
n— — y2 
(C) lim———; HD) l0 GA 
nh +2n n—2n 
67. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây : 
5 
a) lim “— là 
xo-l x)+2 
b 
(A) 2; (B)1; (CÓ =2; ND" 


1 2 
(A) 2: (B) 2; (O 3; c Thu 
@ ⁄ñ X Ai 4 1 
#4 X TAY 
5 5 
` SP 110 * ` cAGg —I. 
(A) T; (B) I1; (O) —T; (D)-I 
68. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây 
5) 
a) lim K  En G5 là 
x>†+® Yˆ + Ấx 
3 
(A) 2; (B)0; (O) —=; (D) -3. 
bÿ Jin = háo lãi là 
35906. TẾ TUỆ c=Ủ È 
(A)0; (B)-3; (CÓ 3; (D) -œ. 
c) lim cm là 
J9) AC =Ỹ 
(A) —=; (B)-2; () 0; (D) +e. 
69. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây 
a) lim -Ễ—— h 
x—>+œ x = 1 
(A) 1; (B)-1; (0; (D) + œ. 
§(jm 3= =sj 
x0 x 
1 1 
(A) 7: ®=>; (C) +ø®; (D) 0. 
c) lim — là 
x=l(x— ]) 
(A) 2; (B)-1; (@+ø; (D)- e. 


I8I 


x+x 


d) lim ———————— là 
Ai .#3y +2 
5) 
(A) 2; Œ) +; (C) -1; (D) 0. 
70. a) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là —1 ? 
2 — 
(A0... lim Đà k SEGSP, (B) lim 2x+3 : 
HO GI2-ES 14227 52N2852. 300001572 
SN: 2. 
WGP II tý: làn 2= s 
x+œ sx? = xŠ x>-œ ÄX + 


b) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là 0 ? 


SH! 2x+5 
A) lim : B) lim : 
Đ m: V2 0à T0 
2 — 

() lữ S Sócé : (D) lim | +1 3]: 

x>lyxỨ —3x+ 2 x->+œ 
c) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào không tồn tại ? 
(A) lim = Ai : (B) lim cosx ; 

x>—% y“ +] x—>+œ© 

X X 

(C) lim : (D) lim —————- 

x>0Ajx +1 x¬-l(x + ỒN 


71. Tìm khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 
Hàm số 


2 
* mỊ 
— VỚI x<l,x# 
* 


ƒ4)= +0 với x=0 
VYx với x>l 


(A) Liên tục tại mọi điểm trừ các điểm x thuộc đoạn [0 ; 1]. 


(B) Liên tục tại mọi điểm thuộc 


(C) Liên tục tại mọi điểm trừ điểm +x = 0. 


(D) Liên tục tại mọi điểm trừ điểm x = l. 
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+?D +HHT] 


ID TIH TT] 


Đạo hàm là một khái niệm quan trọng của Giải tích, nó 
là một công cụ sắc bén để nghiên cứu các tính chất của 
hàm số và giúp hoàn thiện việc vẽ đồ thị hàm số. 

Học sinh cần nắm vững định nghĩa và ý nghĩa của đạo 
hàm ; nhớ các công thức, các quy tác tính đạo hàm và sử 
dụng thành thạo chúng. 
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§ 


KHÁI NIỆM ĐẠO HÀM 


mạ Có 


1. 
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Ví dụ mở đầu 

Từ vị trí Ó (ở một độ cao nhất định nào đó), ta thả một viên bị cho rơi tự do 
xuống đất và nghiên cứu chuyển động của viên bị. Trong Vát !í 10 ta đã biết : 
Nếu chọn trục Óy theo phương thẳng đứng, chiêu dương hướng xuống đất, 
gốc Ó là vị trí ban đầu của viên bi (tại thời điểm / = 0) và bỏ qua sức cản của 
không khí thì phương trình chuyển động của viên bi là 


1 ¬. 
y=ƒU)= 5 gí? (g là gia tốc rơi tự do, ø~ 9,8 m/s°. 
Giả sử tại thời điểm íạ, viên bi ở vị trí Mẹ có toạ độ yọ = ƒữg) : tại thời điểm 
fị (f¡ > fạ). viên bị ở vị trí Mị có toạ độ y¡ = ƒ¡). Khi đó, trong khoảng thời 
gian từ /¿ đến /¡, quãng đường viên bị đi được là MoeM; = ƒ¡) — fữa) (h.5. 1). 
Vậy vận tốc trung bình của viên bị trong khoảng thời gian đó là 


ƒứŒi)- ƒŒạ) () 
ñ Ta — 

Nếu í¡ — íạ càng nhỏ thì tỉ số (1) càng phản ánh 
chính xác hơn sự nhanh chậm của viên bị tại 
thời điểm /ạ. Từ đó, người ta xem giới hạn của tỉ 

. J{i)— jự : : ¿ TT. 
SỐ Tú)— lấn) khi /¡ dần đến ứọ là vận tốc tức 

lâm 
thời tại thời điểm rạ của viên bi, kí hiệu là vq). 
Nói cách khác, 
. f)— 7ư 


fị >Ío Íị —ÍQ 


INi 
Nhiều vấn đề của toán học, vật lí, hoá học, sinh 
học, ... dẫn đến bài toán tìm giới hạn 


im C-/G0). 


X->1%g Xx —=*g 


trong đó y = ƒf{z) là hàm số nào đó. Hình 5.1 


Trong toán học, người ta gọi giới hạn đó, nếu có và hữu hạn, là đạo hàm của 
hàm số y = ƒ¿) tại điểm xạ. 

2. Đạo hàm của hàm số tại một điểm 
a) Khái niệm đạo hàm của hàm số tại một điểm 


Cho hàm số y = ƒf+) xác định trên khoảng (z ; 5) và điểm xạ thuộc khoảng đó. 


ĐỊNH NGHĨA 
ƒŒ) ~ ƒŒo) 


Xx—=*%g 


Giới hạn hữu hạn (nếu có) của tỉ số khi x dần 


đến xọ được gọi là đạo hàm của hàm số đã cho tại điểm xọ, kí 
hiệu là ƒ'(xọ) hoặc y(xọ), nghĩa là 
ƒŒœ)- ƒŒq) 


ƒŒG)= lim 
X->4*g Xx—*%g 


Trong định nghĩa trên, nếu đặt Ax = x — xạ và Ay = ƒ{xọ + A*) — ƒxọ) thì ta có 


: Ax)— ..Á 
Tườe lim CE9” » ƒ@) = lim VỀ, (2) 


CHÚ Ý 

1) Số Ax = x - xọ được gọi là số gia của biến số tại điểm xạ ; số 
Ay =ƒŒg + Av) — fo) được gọi là số gia của hàm số ứng với số gia 
Ax tại điểm xụ. 

2) Số Ax không nhất thiết chỉ mang dấu dương. 

3) Ax và Ay là những kí hiệu, không nên nhầm lẫn rằng : A+ là tích 
của A với x, Ay là tích của A với y. 


H4| Tính số gia của hàm số y = xˆ ứng với số gia Ax của biến số tại điểm xạ = -2. 


b) Quy tắc tính đạo hàm theo định nghĩa 


Ta có quy tắc tính đạo hàm của hàm số y = ƒ(+) theo định nghĩa như sau : 
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QUY TẮC 
Muốn tính đạo hàm của hàm số ƒ tại điểm xạ theo định nghĩa, 
ta thực hiện hai bước sau : 
° Bước I. Tính Ay theo công thức Ay = ƒffxg + A+) — ƒfzxo), trong 


đó Ax là số gia của biến số tại xọ 


A 
s Bước 2. Tìm giới hạn lim ——: 
Ax->0 


Trong quy tắc trên và đối với mỗi hàm số được xét sau đây, ta luôn hiểu Ay là 
số gia của hàm số ứng với số gia Ax đã cho của biến số tại điểm đang xét. 


Ví dụ 1. Tính đạo hàm của hàm số y = x tại điểm xạ = 2. 
Giải. Đặt ƒ(o = +”, ta thực hiện quy tắc trên như sau : 
s Tính Ay 
Ay = ft + Ax) — fÑữg) = + Ax)”— 2ˆ = Ax(4 + A3). 


® Tìm giới hạn 


lim » = lim (4+ Ay) =4. 
Ax->0 ÂX  Ayr->0 


Vậy ƒ'(2) =4. n 
Nhận xét 


Nếu hàm số y = ƒ&) có đạo hàm tại điểm xụ thì nó liên tục tại điểm xụ. 
"mm... ẽẽ.éẽẽẽẽ ẽ gẽ CS 
Thật vậy, giả sử hàm số ƒ có đạo hàm ƒ '(+xg). tức là lim —— =ƒ (ọ). 
Ax->0 A* 
Ta có 


: . ` Ay .. AYy _.. 
lim Ay = lim ——- Ax = lim ——- lim Ax =ƒf(+a).0=(0. 
Ax->0 ` Ax->0 Ax Ax->0ÂX Ay->0 ƒ (nọ) 


Do đó lim (ƒ(Œ) = ƒ@q)) = AT h nỦ = 0. Điều này chứng tỏ 
* 


x->*%ọ 


lim ƒ(3) = ƒŒq). 


x->*% 


Từ đó suy ra rằng hàm số ƒ liên tục tại điểm xạ. 


3. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 
Cho hàm số y = ƒ(x) có đồ thị (C), 
một điểm /Mẹ cố định thuộc (C) có 
hoành độ xạ. Với mỗi điểm M 
thuộc (C) khác Mẹ, ta kí hiệu x„ là 
hoành độ của nó và ky là hệ số góc 


của cát tuyến Mạ]. Giả sử tồn tại 


giới hạn hữu hạn kạ = limky,. 
X„ >*0 


Khi đó, ta coi đường thẳng Mẹ 7' đi Hình 5.2 

qua Mẹ và có hệ số góc kọ là vị írí giới hạn của cát tuyến MfgM khi M di 
chuyển đọc theo (C) dân đến Mẹ. 

Đường thẳng M7 được gọi là riếp „yến của (C) tại điểm Mẹ, còn Mẹ gọi là 
tiến điểm. 

Bây giờ giả sử hàm số ƒ có đạo hàm tại điểm xạ. 


_ ƒŒw) ~ ƒGe) 


(h. 5.2). 


Chú ý rằng tại mỗi vị trí của M trên (C), ta luôn có &k„ 


Âm — *0 
Vì hàm số ƒ có đạo hàm tại điểm xạ nên 
X*w) - ƒ(x ; 
ƒ @sq) = lim ⁄Œu) = ƒ(ọ) = lim kụ = kạ. 
X„ X0 SLẠI ””IÊU Xw*0 


Từ đó ta có thể phát biểu ý nghĩa hình học của đạo hàm như sau : 
Đạo hàm của hàm số y = ƒfx) tại điểm xụ là hệ số góc của 


tiếp tuyến của đồ thị hàm số đó tại điểm M,(xạ ; ƒ(xạ)). 


GHI NHỚ 


Nếu hàm số y = ƒ(x) có đạo hàm tại điểm xụ thì tiếp tuyến của đồ thị 
hàm số tại điểm Mạ(sg ; ƒ(xg)) có phương trình là 


y =ƒ tAo\(% — xọ) + ƒt1o). 
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Ví dụ 2. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x tại điểm có 
hoành độ xạ = —]. 
Giải 
Trước hết ta tính đạo hàm của hàm số ƒfx) = x tại xg= —]. 
s Tính Ay 
Ay =fy + Av) -fG) = C1 + A9 Ì— CD = Ax (4 — 3Ax + Av?). 
® Tính giới hạn 


lũ  > i0(e3ÃvytÄ Z7) =ð 
Avò>0ÂX_ Av->0 


Vậy ƒ (l) =3 
Ngoài ra, ta có ƒ (xg) = É<Ìf: = —l nên phương trình tiếp tuyến cần tìm là 


y=3(x+I)-— l1, hay y= 3x + 2. H 


H2| Dựa vào kết quả của ví dụ 1, hãy viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm 
số y =3” tại điểm Mạ(: 4). 


Ý nghĩa cơ học của đạo hàm 
Xét sự chuyển động của một chất điểm. Giả sử quãng đường s đi được của nó 
là một hàm số s = s() của thời gian / (s = sứ) còn gọi là phương trình chuyển 
động của chất điểm). 
Tương tự như ví dụ mở đầu, khi | A7 | càng nhỏ (khác 0) thì tỉ số 

Af 
càng phản ánh chính xác độ nhanh chậm của chuyển động tại thời điểm í. 
Người ta gọi giới hạn hữu hạn 


Af 
(nếu có) là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm íạ. 


vứạ)= lim 
Ar—0 


Từ đó, ta có thể phát biểu ý nghĩa cơ học của đạo hàm như sau : 


Vận tốc tức thời ví) tại thời điểm tạ (hay vận tốc tại fo) của một 
chuyển động có phương trình s = s() bằng đạo hàm của hàm số 


s = sứ) tại điểm tạ, tức là 
vữc) = SŒạ). 


Chẳng hạn, trong ví dụ mở đầu, ta có 


ÑÐ~f)= &[Ê - đ] 


I 
= 28 + fọ) — lạ): 
Do đó đạo hàm của hàm số y = ft) là 


f—>fo f —Ífo 


xi s4 
HT. dua) = 6í. 


Vậy vận tốc của viên bi tại ío là vực) = ƒ'Œạ) =g#fọ. 


IH3| Một chất điểm chuyển động có phương trình s = 1ˆ (¿ tính bằng giây, s tính 
bằng mét). Vận tốc của chất điểm tại thời điểm rạ = 2 (giây) bằng : 
(A)2m/s; (B)3 mís; (C)4m/s; (D) 5 mís. 


Chọn kết quả đúng trong các kết quả trên. 

Đạo hàm của hàm số trên một khoảng 

a) Khái niệm 

Cho hàm số ƒ xác định trên tập J, trong đó J là một khoảng hoặc là hợp của 
những khoảng nào đó. Ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


1) Hàm số ƒ gọi là có đạo hàm trên ,J nếu nó có đạo hàm ƒ'(z) tại 
mọi điểm + thuộc /. 


2) Nếu hàm số ƒ có đạo hàm trên J thì hàm số ƒ' xác định bởi 


':J-> R_ gọi là đạo hàm của hàm số f. 
xr>ƒ (+) 


Đạo hàm của hàm số y = ƒ(z) cũng được kí hiệu bởi y'. 
Ví dụ 3. Tìm đạo hàm của hàm số y = xŸ trên khoảng (—œ ; +). 
Giải 
Với mọi x thuộc khoảng (—œ ; +œ) ta CÓ : 
*®Ay=(x+Ar)`—x = Av (3x7 + 3x.Ax + Av?); 
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A 
* lim —= lim (3x2 + 3x.Ay + Av?) =3. 
Ax->0 Ax>0 
Vậy hàm số y = x” có đạo hàm trên khoảng (—œ ; +œ) và y' = 3x2. IR| 


a) Chứng minh rằng hàm số hằng y = c có đạo hàm trên ï. Tìm đạo hàm đó. 
b) Chứng minh rằng hàm số y = x có đạo hàm trên IR. Tìm đạo hàm đó. 

b) Đạo hàm của một số hàm số thường gặp 

Ta có định lí sau : 


ĐỊNH LÍ 


a) Hàm số hằng y = c có đạo hàm trên ÏR và y'= 0; 


b) Hàm số y = x có đạo hàm trên lR và y'= l; 


c) Hàm số y=+x” (n 6 Ñ ,ø >2) có đạo hàm trên R vày ="”; 


đ) Hàm số y = Ýx có đạo hàm trên khoảng (0 ; +œ) và y' = 


1 
2Nx 


Chứng mình 
Qua hoạt động IH4| , ta đã chứng minh các kết luận a) và b). Sau đây ta chứng 


minh hai kết luận còn lại. 


c) Với mỗi x thuộc IR ta tính đạo hàm của hàm số tại điểm +x theo định nghĩa : 


« Tính Ay : Áp dụng công thức nhị thức Niu-tơn đối với (x + Ax)”, ta có 
Ay=(x+Ax)”—x”= CÍx" lAx + Cˆx”2“Ax? +... + CP-lyAx*! + AxP, 


« Tìm giới hạn (chú ý rằng C? = ø) 
n 


im ÊŸ = lim (th hp Quả” SAAAE tia lG1xlAn” da AxP Ð] 
0 


¬. `. ⁄ À : š =Ì 
Vậy hàm số đã cho có đạo hàm trên ]R và y'= øx” ”. 


đ) Với mỗi x thuộc khoảng (0 ; +œ) ta có : 
(da TÁC SG vx]|(va +:À#⁄+ vx] 
Xx+Av+x 


*°Ay=Ax+Ay-Nx= 


==. 


° l8 ẽ lim Ị 


Ax->0 Âx lm — Tàj ".. 


Ề | 
Vậy hàm số y = Ýx có đạo hàm trên khoảng (0 ; +©) và y'= —— - IR| 


2x 


CHÚ Ý 
Hàm số y = ñ xác định tại x = Ö, tuy nhiên người ta chứng minh 
được rằng nó không có đạo hàm tại điểm x = 0. 
Ví dụ 4 
a) Tìm đạo hàm của hàm số y = x.. 
b) Tìm đạo hàm của hàm số y = ^/x tại điểm x= 9. 
Giải 
a) Với y = 1”, ta có y'= 4€ (với mọi x eR). 


b) Với y= vÍx, ta có y'= 


l) 
(với mọi xe(0 ; +œ)). 
2x 
Do đó y(9)= —— = -. LI 


IH| Cho hàm số y = ƒ(x). Tính ƒ (—1) và ƒ (1) (nếu có) trong mỗi trường hợp sau : 


gì) =x? b) +) = Vx. 
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0âu hủi và hài tập 


Tìm số gia của hàm số y = 1= tại điểm xạ = l ứng với số gia Ax, biết 
a)Ax=l; b)Ax=— 0,1. 

Dùng định nghĩa, tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm xạ. 
a)y=2x+l,xg=2; b)y=x“+3x,xo= l. 

Dùng định nghĩa, tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm xạ (z là hằng số). 


a)y=ax + 3; b)y= 2x2, 


Cho parabol y = x7 và hai điểm A(2; 4) và B(@ + Ax; 4+ Ay) trên parabol đó. 
a) Tính hệ số góc của cát tuyến 4P biết Ax lần lượt bằng I ; 0,1 và 0,01. 

b) Tính hệ số góc của tiếp tuyến của parabol đã cho tại điểm A. 

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x`, biết 

a) Tiếp điểm có hoành độ bằng —I ; 

b) Tiếp điểm có tung độ bằng 8 ; 

c) Hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3. 

Một vật rơi tự do có phương trình chuyển động là Š = 5 gỉ „ trong đó ø = 9,8 mí” 
và 7 được tính bằng giây (s). 

a) Tìm vận tốc trung bình trong khoảng thời gian từ / đến / + A/ với độ 
chính xác 0,001, biết / = 5 và Ar lần lượt bằng 0,1 ; 0,01 ; 0,001. 

b) Tìm vận tốc tại thời điểm t = 5. 


Tìm đạo hàm của hàm số ƒ (x) = x` trên IR rồi suy ra ƒ (—1), ƒ (—2) và ƒ `). 


Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau trên lR. 


a) y= ax” (a là hằng số) ; b)y=x +2. 
Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau. 

ÏL 22A2xÏs, ' : 
7= với Z# - ; b)y= v3—-x với x< 3. 


Bài đọc thêm 


ĐẠO HÀM MỘT BÊN 


Ta đã biết rằng đạo hàm của hàm số ƒ tại điểm xạ là giới hạn sau đây 


m.=.. 


x>*ọ Xx—=#%g 


q) 


Nếu thay vì xét giới hạn (1), ta xét giới hạn một bên của cùng biểu thức đó thì giới 
hạn một bên ấy sẽ được gọi là đạo hàm một bên của hàm số đã cho tại điểm xg. 

1. Khái niệm đạo hàm một bên tại một điểm 

Định nghĩa. Cho hàm số ƒ xác định trên nửa khoảng [xo ; 5). Giới hạn bên phải (nếu 


@)~ ƒŒ) 


khi x dần đến xạ được gọi là đạo hàm bên phải của hàm 
x— %0 


có) của tỈ số 
số đã cho tại điểm xọ, kí hiệu là ƒ'( xạ ) hoặc y'( xg ). 
PGi)= tim Ý@=ƒG), 
X6 7N 
Đạo hàm bên trái của hàm số ƒ xác định trên nửa khoảng (z ; xọ], kí hiệu là ƒ'( xạ ) 
hoặc y( xọ ), cũng được định nghĩa tương tự, nghĩa là 


ƒ@)~ ƒGq). 


ƒ#Œạ)= lim TS 


x->*%ọ 
Đạo hàm bên trái và đạo hàm bên phải được gọi chung là đạo hàm một bên. 
> Từ định nghĩa và các kết quả đã biết về giới hạn một bên, ta dễ dàng suy ra : 
1) Nếu hàm số ƒ xác định trên khoảng (z ; b) có đạo hàm tại điểm xạ thuộc khoảng 
đó thì nó cũng có đạo hàm bên phải và bên trái tại xạ, và ƒ '( 30) =ƒ(g)=ƒ (xạ). 
2) Ngược lại, nếu hàm số ƒ xác định trên khoảng (z ; b) có đạo hàm bên phải và đạo 
hàm bên trái tại điểm xạ sao cho ƒ '( 30) =ƒ (xạ ) thì nó cũng có đạo hàm tại xạ. 
3) Tuy nhiên, một hàm số có đạo hàm bên phải và đạo hàm bên trái tại điểm xạ vẫn 
có thể không có đạo hàm tại điểm xọ (khi ƒ'(xg ) #ƒ'Cxạ )). 
> Sau đây là một số ví dụ. 


Ví dụ 1. Xét hàm số y = x7. Dễ thấy hàm số có đạo hàm tại x = 3, do đó nó có đạo 
hàm bên phải, đạo hàm bên trái tại x = 3 và 


y )=y(3 )=y) =6. n 
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Ví dụ 2. Xét hàm số ƒ(x) = xˆ -2|x|. 
Ta có : 


b y=x2- 2lx| 
ấm) J6) nay” 42 
x—>0f x— x—>0† * 
2 
lim /œ)-/@) _ lãi X †2# 2 
xo0 Ä⁄— x0 3# 


tia tiếp tuyến bên phải 
Do đó tại điểm x = 0, hàm số ƒ có đạo 
hàm bên phải ƒ'(0'”) =-2 và đạo hàm 
bên trái ƒ (0) = 2, nhưng không có 
đạo hàm tại điểm đó. IN 
> Cùng với khái niệm đạo hàm một bên, người ta còn xây dựng khái niệm fia tiếp 
tuyến một bên của một đường cong tại một điểm. Tia tiếp tuyến bên phải của đồ thị 


Hình 5.3 


hàm số y = ƒ+) tại điểm Mạ có hoành độ xạ có hệ số góc bằng đạo hàm bên phải 
#'(g). Điều tương tự cũng xảy ra đối với tia tiếp tuyến bên trái (h.5.3). 


Nếu tại điểm xạ hàm số ƒ có đạo hàm bên phải và đạo hàm bên trái, nhưng chúng 


không bằng nhau thì đồ thị hàm số y =ƒ(+) gọi là gãy tại điểm Mẹ (xạ : /ƒx¿)). 


2. Đạo hàm của hàm số trên một nửa khoảng hay một đoạn 


Định nghĩa. Cho hàm số ƒ xác định trên tập K, trong đó, K là một nửa khoảng 
hay một đoạn. 


Hàm số ƒ gọi là có đạo hàm trên nửa khoảng K = [z ; b) nếu nó có đạo hàm tại 
mọi điểm thuộc khoảng (z ; b) và có đạo hàm bên phải tại a. 


(Tương tự nếu K = [a ; +œ)). 


Hàm số ƒ gọi là có đạo hàm trên nửa khoảng K = (z ; b] nếu nó có đạo hàm tại 
mọi điểm thuộc khoảng (z ; b) và có đạo hàm bên trái tại b. 


(Tương tự nếu K = (—œ; Ð]). 

Hàm số ƒ gọi là có đạo hàm trên đoạn K = [az ; b] nếu nó có đạo hàm tại mọi điểm 
thuộc khoảng (z ; 5), có đạo hàm bên phải tại z và đạo hàm bên trái tại 0. 

Ví dụ 3. Hàm số y = | x | có đạo hàm bằng I1 trên nửa khoảng [0 ; +œ) và có đạo 
hàm bằng —1 trên nửa khoảng (—œ ; 0]. 
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Luyện tận 


a) Tính ƒ '(3) và ƒ'(4) nếu ƒ (6x) = xỶ. 
b) Tính ƒ'(1) và ƒ'(9) nếu ƒ(@) =vx. 
Cho hàm số y = ƒfx) có đạo hàm tại điểm xạ và đồ thị (G). Mệnh đề sau đây 
đúng hay sai ? 

a) Nếu ƒ '%xạ) = 0 thì tiếp tuyến của (G) tại điểm Ms : ƒ{w)) song song với 
trục hoành. 

b) Nếu tiếp tuyến của (G) tại điểm M(%o : ƒ(xọ)) song song với trục hoành thì 
ƒ Œọ) =0. 

Hình 5.4 là đồ thị của hàm số y = ƒ{z) 
trên khoảng (ø ; b). Biết rằng tại các 
điểm Mì, Mỹ; và M:, đồ thị hàm SỐ có 
tiếp tuyến được thể hiện trên hình vẽ. 
Dựa vào hình vẽ, em hãy nêu nhận xét về 
dấu của ƒ'(x¡), ƒ"@¿) và ƒ'(). 

Chứng minh rằng để đường thẳng y = ax + b 
là tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = ƒf%) 


tại điểm (xạ ; ƒ(xẹ)), điều kiện cần và đủ 

là ( NÓ Hình 5.4 
a*g +b = ƒG§). 

Cho hàm số y = | x |. 

a) Chứng minh rằng hàm số đã cho liên tục tại điểm x = 0. 

b) Tính đạo hàm của hàm số tại x = 0, nếu có. 

c) Mệnh đề "Hàm số liên tục tại điểm xọ 

thì có đạo hàm tại xạ" đúng hay sai ? 

Hình 5.5 là đồ thị của hàm số 

y =ƒf+) xác định trên khoảng (ø ; 5). Dựa 

vào hình vẽ, hãy cho biết tại mỗi điểm xị, 

Xa, X4 Và Xạ : 


a) Hàm số có liên tục hay không ? 2 


b) Hàm số có đạo hàm hay không ? Hãy 
tính đạo hàm nếu có. 


Hình 5.5 
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MỘT SỐ CHUYỂN ĐỘNG 
CÓ VẬN TỐC LỚN 


* Vận tốc âm thanh : khoảng 343m/s. 

* Vận tốc chuyển động của vệ tinh cách 
Trái Đất 200km : 22km/s. 

* Vận tốc chuyển động của Trái Đất quanh 
Mặt Trời : 30km/s. 

* Vận tốc ánh sáng : 300 000km/s. 

* Vận tốc máy bay E-bớt (Airbus) : 270m/s. 


* Vận tốc tên lửa đưa người lên vũ trụ : khoảng 
11km/s. 


CÁC QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 


4é 
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Nói chung, việc tính đạo hàm bằng định nghĩa thường rất phức tạp. Bài này sẽ 
cung cấp cho chúng ta những quy tắc tính đạo hàm, nhờ đó việc tính đạo hàm 
của một hàm số phức tạp sẽ được quy về tính đạo hàm của những hàm số đơn 
giản hơn. 
Để tiện cho việc diễn đạt, kể từ bài này, ta sẽ sử dụng kí hiệu J để chỉ ứáp con 
của ]À gôm một khoảng hoặc hợp của nhiều khoảng. 
Đạo hàm của tổng hay hiệu hai hàm số 

ĐỊNH LÍ 1 


Nếu hai hàm số  = (x) và y = v(x) có đạo hàm trên J thì hàm 


SỐ y = (#) + v(z) và y = „(x) — v(x) cũng có đạo hàm trên J, và 


a) [u(x) + v(9)]' = #(x) + v() ; 


b) [u(x) — v(+)]'= „(x) — v (1). 


2. 


Ghỉ chú. Các công thức trên có thể viết gọn là 


(„u+) =wm+V' Và (w— Vy) =M— V' 


Chứng mình 
a) Tại mỗi điểm x e J, ta có 
* Ay= |uŒ + Ax) + v(x + Ax)| — [m(x) + v@9)] 
= [u„(x +Ax)— u(3)| + [yœ + Ax)— w()| = Ahu + Av. 


Ax>0ÄX Avr»0 ẨXY Ax>0 ÂY_ Ayr->0 


Vậy [wu(x) + v(x)]' = w (3) + v(x). 
b) Kết luận này được chứng minh tương tự. IR 
Nhận xét 
Có thể mở rộng định lí trên cho tổng hay hiệu của nhiều hàm số : Nế; các 
hàm số u, v, ..., w có đạo hàm trên J thì trên J ta có 

(u+v+...+w)}) =w +y +...+wW. 
Ví dụ 1. Tìm đạo hàm của hàm số ƒf(x) = x°— Ax +2 trên khoảng (0 ; +). 
Giải 
Trên khoảng (0 ; +œ) ta có 

1 


(x5 — Jx +2)! =(@6)'~ Qx)'+ (2) =6) =—=: 
26x 
I 


Vậy ƒ'%) =6 -—=- 


24x 
|H†| a) Tính ƒ {—L) nếu f@x) = xÕ —x" + x7 — 1. 


x2 


>—_- Biết rằng hai hàm số này có đạo 
x“+] 


: -l 
b) Cho hai hàm số ƒ[x) = ———— Và g(%) = 
x?+1 
hàm trên ]R. Chứng minh rằng với mọi x thuộc IR, ta có ƒ (x) = g(w). 
Đạo hàm của tích hai hàm số 
Định lí I có thể nói gọn là : Đạo hàm của tổng (hay hiệu) hai hàm số bằng 
tổng (hay hiệu) các đạo hàm của hai hàm số đó. 
Liệu điều tương tự có xảy ra đối với tích của hai hàm số hay không ? 
Định lí sau sẽ trả lời câu hỏi đó. 
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ĐỊNH LÍ 2 


Nếu hai hàm số  = (x) và v = v(x) có đạo hàm trên J thì hàm 
Số y = (x)y(x) cũng có đạo hàm trên J, và 


[u(x) v()]' = +). v(3) + u(x). (3) ; 
Đặc biệt, nếu & là hằng số thì [k„(%)]' = k9. 


Ghỉ chú. Các công thức trên có thể viết gọn là 


(uy) = `V + y' Và (ku)' = ku'. 


Chứng mình 
Đặt ƒ{v) = „(+)-v(x). Ta sẽ tìm đạo hàm của ƒ tại một điểm x tuỳ ý thuộc J. 
Khi biến số nhận số gia Ax thì Aw = w(x + Ax) — „(x) nên 
u(x + Ax) = (3) + Au. 
Tương tự, do Ay = v(x + Ay) — y(x) nên 
V(x + Ay) = v(x) + Av. 
Ta sẽ sử dụng các đăng thức trên để tính đạo hàm của hàm số ƒ. 
® Ay =ƒ(x + Ay) — ƒ(#) = u(x + Ay) - v(x + Ay) — w(y) - v(Y) 
= [u(x) + Au] - [ v(x) + Av] — w(y) - v(x) 
= Au - V(Y) + u(X) - Ay + Au - Av. 


Ay na Aú - v(x) + w(x) - Ay + Am - Ay 


ì XUẤT _ h Ax 
KP  G Ynn 
Để ý rằng 
tm | A69 | = gm Ấn v(x)= #Q) - v@), 
đm no) C | = x(9 lim TC = wb) ©v 09, 
m TT = lim TY lim All Áx =0) - v0) -0=0, 
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ta có kết quả 
: .__òỎ Ấy : ' 
ƒŒ@)= lim —— =(x)v(y) + (x)y(). 
Ax—>0 ÂX* 
Khi y(x) = k (hằng số) thì v'+) = 0 nên ta có [k : „(%)]'= k- wQ). L 
|H2l Cách tính đạo hàm như sau đúng hay sai, tại sao ? 
[x°@2 -4)] =@? -@Ÿ -4)= (3x2 )(2x) = 6x. 


Ví dụ 2. Tính đạo hàm của hàm số y = ƒf+) trong mỗi trường hợp sau : 


8 
a) ƒ) = n vấn 
b)/#@) = (3ˆ + 1)vx. 
Giải 
8 
a)ƒ'@) = lx-3 +] = 208) 2 (49)1+ 30)°= 2Ú - 4 +3, 


b)ƒ'@)= |@+ m DNš | =(2x2+Ð'x+(x?+Ð(x) 


| 
= 4x\x+(2x?+1)_—=. II 
2Nx 


a) Chứng minh rằng nếu các hàm số u, y và w có đạo hàm trên J thì hàm số 
ƒ xác định bởi ƒ(©) = u(x)v(©)w(v) (với mọi x e }) cũng có đạo hàm trên J và 
(uyW)` = H'VW + WVW + I#yW'. 
b) Áp dụng, tính đạo hàm của hàm số y = ⁄ú —*x)(x + 2) tại điểm x = -2. 
Đạo hàm của thương hai hàm số 
Sử dụng định nghĩa, ta cũng chứng minh được định lí sau 


ĐỊNH LÍ 3 


Nếu hai hàm số w = (+) và y = v(x) có đạo hàm trên J và v(x) £ 0 


với mọi xe J thì hàm số y = GD) cũng có đạo hàm trên J, và 


v(+) 


Eii _ M(x)Y(x) ~ „(*)Y (3) 


YẾN) vˆ(x) 
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Ghỉ chú. Công thức trên có thể viết gọn là 
w\ _ My 
Ñjct v2 
Chứng minh hệ quả dưới đây 
HỆ QUÁ 
Ả n Fe RE 
a) Trên (—œ ; 0) t2(0; +œ©)tacó | — 
bn 
b) Nếu hàm số y = v(z) có đạo hàm trên J và y(x) # Ö với mọi x 


"` 


v?(x) 


thuộc / thì trên J ta có ca = 
: y(*) 


Ghi chú. Công thức thứ hai trong hệ quả trên có thể viết gọn là 


Ví dụ 3. Tính đạo hàm của hàm số y = ƒf+), nếu : 


I+9x "` 
a) +) = _. (z là hãng số) ; 
Ì 
b) /&) = — 
dc S= 
Giải 


a) Áp dụng định lí 3 (ở đây w =l + 9x và y = x + 22), ta có 


(x+ 2a (x + 2a)” 
— l8a-] 
_(x+24)2. 
b) Áp dụng hệ quả của định lí 3 (ở đây y = x” — 1), ta có 
f@=— —Đ - mai = 
(œ“—=Ù (xÙ 
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4. 


IH| Chọn kết quả đúng trong các kết quả cho sau đây. 


2 
Đạo hàm của hàm số y = SE cu bằn 
2x-—1 
(A) 2x s : B)- 2x _ : BÀ + The : D Óx cản b : 
(2x—]) (2x—]1) (2x-]1) (2x—]1) 


Đạo hàm của hàm số hợp 
a) Khái niệm hàm số hợp 
Ví dụ 4. Cho hai hàm số y = ƒ(w) và w = u(x), trong đó 
Ẩm) = u và u() =x”+3x + l. 
Nếu trong ƒ), ta thay thế biến số bởi (x) thì được 
fiu@)]= @Ÿ+3x+ 1). 
Đặt ø@) = /Iu@)] = Q@Ÿ + 3x + 1)”. Rõ ràng y = ø() là một hàm số biến số x. 
Ta gọi ø là hàm số hợp của hầm số ƒ qua hàm số trung gian ú. L 
Một cách tổng quát, ta có khái niệm hàm số hợp như sau (ở đây ta chỉ xét các 
hàm số được cho bởi biểu thức). 
Cho hai hàm số y = ƒ) và  = (+). Thay thế biến trong biểu thức ƒ[z) 
bởi biểu thức „(x), ta được biểu thức /[„(+)] với biến x. Khi đó, hàm 
SỐ y = ø(v) với ø(+) = ƒ[„(x)] được gọi là hàm số hợp của hai 
hàm số ƒ và  ; hàm số gọi là hàm số trung gian. 
Trong định nghĩa trên, tập xác định của hàm số hợp y = ø(+) là tập các giá trị 
của x sao cho biểu thức /ƒ[(©)] có nghĩa. 
Cho ƒ{u) = Xu và u(© = x — 1. Hãy tìm hàm số hợp y = ƒ[u(©)] và tập xác định 
của nó. 
b) Cách tính đạo hàm của hàm số hợp 
ĐỊNH LÍ 4 
a) Nếu hàm số w = „(+x) có đạo hàm tại điểm xạ và hàm 
số y = ƒw) có đạo hàm tại điểm „ạ = u(xọ) thì hàm số hợp 
ø(0 =/[„()] có đạo hàm tại điểm xụ, và 


# (1o) =ƒ (0t) - H(Xg). 


b) Nếu giả thiết trong phần a) được thoả mãn đối với mọi điểm 
x thuộc 7 thì hàm số hợp y = ø(x) có đạo hàm trên J, và 


ø'Œ) =ƒ/ƒ1u@)] - Q). 
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Ghỉ chú. Công thức thứ hai trong định lí trên còn được viết gọn là 


§y = lu ' 


Ví dụ 5. Đối với hàm số g() = /[uC0] = @Ÿ + 3x + 1)Ÿ được nêu trong ví dụ 4, 
ta tính đạo hàm của nó như sau : 


Ta có ƒ '(w)= (2} = 3ˆ. Do H(x) = x°+3x+ I nên 
f'Jn@)]= 3@Ÿ + 3x+ LŸ và (@) =(@Ÿ + 3x + L}'= 2x +3. 
Vậy øg'@)=ƒ u@)] - @) = 3@Ÿ + 3x + 1) (2x +3). H 
Tổng quát ta xét hàm số y = („(x)”) (với n e Ñ và ø > 2). Có thể xem hàm số 
này là hàm số hợp của hàm số ƒ{) = u” và hàm số trung gian  = „(x). Do đó, 
nếu hàm số / = (x) có đạo hàm trên / thì ta áp dụng định lí 4 để tính đạo hàm 
của hàm số hợp y = (u(x))” (còn viết là y = “(+)) như sau : 
f0) =u” Sƒ (0) = n.u "` =Sƒ uG0]= n.w”0); 
[G9 ]Ï= ƒ G0] -lG) = nh”) cư), 
Vậy ta có 
HỆ QUÁ 1 
Nếu hàm số w = „(x) có đạo hàm trên 7 thì hàm số y = #(@) 
(với n c Ñ và n 2) có đạo hàm trên J, và 


|z“œ)[ =n.u" !(x).u). 


Ghỉ chú. Công thức nêu trong hệ quả 1 được viết gọn là 
(“} = nu”lụ", 
Tương tự, ta xét hàm số y = 2/„(x).. 


a) Tìm hàm số ƒ sao cho hàm số y = vju(x) là hàm số hợp của hàm số ƒ và 
hàm số trung gian u = u(3). 


b) Chứng minh rằng nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên J và „(x) >0 với mọi 


xe thì hàm số y= +ju(x) cũng có đạo hàm trên J và ") =... 


2V\,(*) 


HỆ QUẢ 2 
Nếu hàm số  = (+) có đạo hàm trên .J và (+) > 0 với mọi x e /J 


thì hàm số y =-/u(x) có đạo hàm trên J, và 


IS) Sim 


Ghỉ chú. Công thức nêu trong hệ quả 2 được viết gọn là 
vn  Sc =) 
bo, 2u 


' 4_—_ 2 ' 3... 
“1 nh“... ...Ố. 
2\x1=332 47 VJx. 3x27 


GHI NHỚ 
a) Đạo hàm của một số hàm số thường gặp (ờ đây u = u(v)) 


(c)'=0 (e là hằng số) 
(@) =1 
œx= nh 1 (neÑ,m>2) 


I\Ì 1 I\ : 
len | ng 


u 
„ 


' 1 ' 
(dx)== œ>0) (ú) = 


b) Các quy tắc tính đạo hàm (Ò đây u = u(*), v = v()) 


(u+v) =w +y' 


(wy)= „Y + uyˆ 


H\Ị! _WY—wWV' 
vị] - v2 
c) Đạo hàm của hàm số hợp (ở đây ø(+) = ƒ[u(3)]) 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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ˆ 2m ` ` m _.` 
0âu húi và hài tận 
Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm xạ được cho kèm theo 
a)y=7+x—#, xạ=l; b)y=x`— 2x +1, Xo=2; 


c)y=2v—2x+3, xg= Ì. 


Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau (ø và b là hằng số) 


1l 1 
a)y=x —4x)+2x—3Ax ; b)y=TTgx+x 0,53” ; 
4 3 2 
_ # 3Ý # SP _ ax+b. 
SẺ 2OIPTAOGI-N-SETABI A2209 0002 jsác- Ty 


Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau 


a)y=( +)”; b)y= @2+ 1)(5 — 3x12; 
2x 5x—3 
S)y=——i đ)y=———: 
x“ m] x“Ở+#~+I 
2 
)jc” ốc f y=x(2x— I)(3x + 2). 


x+l 


Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau 


8)y=(@—1)”; b)y= —= ; 


c)y= : d)y= ——— (a là hằng số). 


vỈ-x ..- 


Cho hàm số ƒ{x) =v XS 2#) Hãy giải bất phương trình ƒ'(+) < ƒ). 


Luyện tận 


Cho hàm số ƒ{+) = +” — 3x” + 2. Hãy giải bất phương trình : 
a)ƒ(x)>0; b)ƒ œ) <3. 


P2 


2. 


24. 


25. 


26. 


Tìm các nghiệm của phương trình sau (làm tròn kết quả nghiệm gần đúng đến 


hàng phần nghìn) 


3 
a)ƒ'@) =0 với ƒ#@) = —-2z” —6x-—1; 


x 3 3x7 
b)ƒ/'@) =—5 với @) = Ã_—-~ x3 - Ã— —~3. 
4 2 
Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau 
2x+3 I 
gym ———= Đ 
x“-5x+5 (x“-x+]) 
c)y=x +x\x +1; d)y=(x+1)œ+2)œ+3)”; 
` # 4Í 
y= X 


Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
= 1 “A2 *AZ . 
a)y= “———, biết hoành độ tiếp điểm là xụ = 0 ; 
x+I 
b) y= x +2, biết tung độ tiếp điểm là yọ = 2. 


Viết phương trình tiếp tuyến của parabol y = x”, biết rằng tiếp tuyến đó đi qua 


điểm A(0 ; —1). 


Hướng dân : Trước hết viết phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ xụ 


thuộc parabol đã cho. Sau đó tìm xọ để tiếp tuyến đi qua điểm A (chú ý rằng 


điểm A không thuộc parabol). 

Hình 5.6 thể hiện màn hình của một trò 
chơi điện tử. Một máy bay xuất hiện ở 
bên trái màn hình rồi bay sang phải theo 
một quỹ đạo (C) là đồ thị của hàm số 


1 
y =ƒ(y), trong đó ƒ(x) = —l BS, (x>0). 
Biết rằng tên lửa được bắn ra từ máy bay 


tạ một điểm thuộc (C) sẽ bay theo 
phương tiếp tuyến của (C) tại điểm đó. 


Tìm hoành độ các điểm thuộc (C) Hình 5.6 
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sao cho tên lửa bắn ra từ đó có thể bắn trúng một trong bốn mục tiêu nằm ở 
trên màn hình có toạ độ (1 ; 0), (2; 0), (3 ; 0) và (4; 0) (làm tròn kết quả đến 
hàng phần vạn). 
27. Một viên đạn được bắn lên từ mặt đất theo phương thẳng đứng với tốc độ ban 
đầu vọ = 196 m/s (bỏ qua sức cản của không khí). Tìm thời điểm tại đó tốc độ 
của viên đạn bằng 0. Khi đó, viên đạn cách mặt đất bao nhiêu mét ? 


ĐẠO HÀM CỦA CÁC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


Muốn xây dựng công thức tính đạo hàm của các hàm số lượng giác, trước hết 
chúng ta cần nghiên cứu giới hạn cơ bản sau đây. 


Ssinx 


1. Giới hạn lim 
x>U X 


Để hình dung giá trị của giới hạn này, ta dùng máy tính bỏ túi lập bảng giá trị 


"hố... ẽ.ẽ.ẽ `. 
của biều thức ——— khi x nhận các giá trị dương và rất gần điểm 0Ö như sau : 
# 


+ _Ầ- Ki SP x z 
(radian) 180 360 720 1800 5400 
SE eU 0,999949321 | 0,999987307 | 0,999996826 | 0,999999492 | 0,999999943 
* 


ý R _ " v.v „ SIIX , R 
Qua bảng trên ta thấy khi x càng nhỏ thì giá trị của biểu thức ——— càng gần 
X 


đến l. 


Ta đã chứng minh được định lí sau đây (xem bài đọc thêm trang 154). 
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ĐỊNH LÍ 1 


2. 


CHÚ Ý 

Người ta cũng chứng minh được kết quả sau đây : Nếu hàm số 
u = u(x) thoả mãn các điều kiện : „(x) #Ú với mọi x # xạ và 
lim (+) = 0 thì 


x->%p 
sinu(x) _ 
x->%ọ u(x) 
Ví dụ 1. Tìm các giới hạn 
sồi S00, B)ifit l— cosx 
x0 #* x=>0 x 
Giải 
a) Ì sin2x ` m2 [SE | =21i sin2x j3 sớ 
x0 X xÙ \( 2# x0 2x 
2 2 
2sin?Š sin— sin— 
BS “đùi =. liên 
x0 x x—>0 x x->0 2 x 2: x—>0 x 
2 2 
1 1 
BC TÚC cóc du LI 
Độ 2 


IHÌ| Cho m = lim (xcot 3x). Hãy tìm kết quả đúng trong các kết quả sau đây. 
x—>0 


(A)m=0; (B) m=3; (C)m=1; (D) m= 2: 


Đạo hàm của hàm số y = sỉnx 


ĐỊNH LÍ 2 


a) Hàm số y = sinx có đạo hàm trên lR, và (sinx)' = cosx. 


b) Nếu hàm số w = (x) có đạo hàm trên J thì trên J ta có 


(sin (x))" = (cosu(+)) - w'(3). 


Ghỉ chú. Công thức nêu trong định lí 2b) có thể viết gọn là 


(sInw)' = (COS1). ` = ` COSH. 
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3. 
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Chứng mình 


a) Ta tính đạo hàm của hàm số y = sinv tại điểm x bất kì thuộc IR bằng định 
nghĩa. 


® Ay = sIn(x + Ax) — sinx = 2eo|a + Bì n: : 


2 
Ti ềU 
Vuên ..òỎ Ay : Ax Ø1 
*® Iìm giới hạn lim —— = lim |2cos| x+ —— - =1. 
PS SP sp HUAN vÄ2 30 l .. 
5, 
sin-— Ax 
Do lim =l và lim ca + #I] = cosx (vì hàm số y = cosx liên 
Av0 ÂY — 5 
7) 
Š linh 22) fxyÐ ốc cá 
tục) nên lim —— = cosx. Vậy (sinx) = cosx. L 
Ax->0 Â# 


b) Công thức đạo hàm của sin((+)) được suy ra từ kết quả trên và công thức 
lấy đạo hàm của hàm số hợp. 


Ví dụ 2. Tính đạo hàm của hàm số y = sinqw —++2). 
Giải 


[sinœ —x+2)]= [cos(+Ÿ —x+2)]- œ& —x+2)= (3x7 — Dcos@` —x+2). LI 


|H2| Cho hàm số y = sinx|x. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 


0jjcŠ” Ô se  odôWyisaft 50fg/ S08 


2x *x 


Đạo hàm của hàm số y = c0sx 


1 
2x 
Từ công thức tính đạo hàm của hàm số y = sin(3), ta có 

(cosx)' = | sin ST, lề C cởi | S64l4 Suê 
2 5) » 
=-cos|l —x| =—sinx 
= 5 = 


4. 


Ta suy ra định lí sau 


ĐỊNH LÍ 3 


a) Hàm số y = cosx có đạo hàm trên và (cosx}' =—sinx. 


b) Nếu hàm số w = (+) có đạo hàm trên J thì trên J ta có 


(cos⁄(x)} = (—sin(*)w (3). 


Ghỉ chú. Công thức nêu trong định lí 3b) có thể viết gọn là 


(cosw)' = (—sinw).w. 


Cho. hàm số y = cosˆx. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 


(A)y =sinx; (B)y==_—sinx; (C)y=sin2x ; (D) y=—sin2x. 
Đạo hàm của hàm số y = tanx 


Sử dụng quy tắc tính đạo hàm của một thương hai hàm số, hãy tính đạo hàm 


sinx 


của hàm số y = : 
COS X 


Từ đó suy ra định lí sau : 
ĐỊNH LÍ 4 
a) Hàm số y = tanx có đạo hàm trên mỗi khoảng 
[~5 +Ăn # l) (với k e Z), và 


(tanx) = 5 
COS“ X 


b) Giả sử hàm số w = „(x) có đạo hàm trên .J và (x) # 5 + k1 


(k e2) với mọi x e J. Khi đó, trên J ta có 


"... 
VI EED) _ cosf u(x) 
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Ghỉ chú. Công thức nêu trong định lí 4b) có thể viết gọn là 


+1 


(tanu)' = 


cos” lá 


Ví dụ 3. Tính đạo hàm của hàm số y = tan x. 


Giải 
(vian ) Ề (tan x)' : : : 
X = X) = : = : 
2Ntan x 2Ntanx cos°x 2cos“xNtanx 
l ĐÀ 8s tàn món ciền: 8 uyệ 
Do = l + tan“ x nên kết quả trên còn viết là 
COS“ X 


1+ tan” x 
(Vtanx)'=——— - L 
2Ntan x 


5... Đạo hàm của hàm số y = cot x 
Tương tự định lí 4, ta có 


ĐỊNH LÍ 5 


a) Hàm số y = cotx có đạo hàm trên mỗi khoảng (km ;(k + In) 
(với ke Z2), và 


| 


°) 


(cotx)'= — : 
SIn“ x 


b) Giả sử hàm số  = „(x) có đạo hàm trên J và „(x) # km 
(k Z2) với mọi x e J. Khi đó trên J ta có 


Đa to, TH TU 
sp. “@) _ sinˆ u(x) 


Ghỉ chú. Công thức nêu trong định lí 5b) có thể viết gọn là 


+1 


(cotw)' = —— HN 
Sin“ 


Ví dụ 4. Tính đạo hàm của hàm số y = cot 2x. 
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Giải 


2 
(cot 2x) = 3(cot7 2x)(cot2x)'" =3eof2o| co) ¬...... 


sin” 2x sin? 2x 
1 


Vì : 
sin“ 2x 


= I+ cot“2x nên kết quả trên còn viết là 


(cot 2x} = -6(cot?2x)( + cot22x). IBÃ 


IH] Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả nêu sau đây đối với mỗi hàm số 
đã cho. 


a) Cho y = tan2x + cot2x. 


1 1 2 2 
Là CIÊA cos”2x sin“2x : bên sin 2x cosf2x | 
(C) y'= 2(tan”2v — cot 2x); (D) y'= tan2x — cot22x. 
b) Cho y = cot(sin5+). 
(A) y'=-(1I+cotGin5x))cos5x;  (B) y'= -5(1+cotGin5x))cos5x ; 
() y= (1+ cot(sin5x))cos5x ; (D) y=5(1+ cot(sin5x))cos5x. 


Câu húi và hài tận 
28. Tìm các giới hạn sau : 


._. tan2x _——.... ._ l+sIiInx-cosx 
a) lim — : b) lm———— ; c) lim —————————. 
x->0 SiIn5x x>0 XSIN2X x->0 [— Sinx — cosx 


29. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a) y= 5sInx — 3cos# ; b)y= sin(xF —3x+2); 
c€)y= cosv⁄2x+l ; đ) y= 2sin3x cosS5x ; 
sa... 5 Ðy= Aeos2x. 


SInN x — COSX 


30. Chứng minh rằng hàm số y = sinSv + cosSx + 3sinˆv cos^x có đạo hàm bằng 0. 


211 


31. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


4) y= tần TC ; b)y= cot\xF +1; 
c) y= tan x + cot2x; đ)y= tan3x — cot3x ; 


e©)y= vIl+2tanx; f) y=xcot+. 
32. Chứng minh rằng : 
a) Hàm số y = tanx thoả mãn hệ thức y' =., -1=0; 


b) Hàm số y = cot 2x thoả mãn hệ thức y' + 2y” + 2= 0. 


Luyện tận 
33. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau : 
ý ›. 3 
sinx T sin“ x 
8) } X sinx )3 l + tan2x 
C) y = tan(siny) ; d)y=x cot(xˆ — ]); 


©) y= cos” (|2 — 2x : fy= xvsin3+x. 


34. Tính ƒ'(v) nếu #) = —— . 

35. Giải phương trình y' = 0 trong mỗi trường hợp sau : 
a) y= sin2xT— 2cOS x ; b) y= 3sin2x + 4cos 2x + IŨx ; 
€)y=c0S + + sinx; d) y=tanx + cotx. 


36. Cho hàm số ƒ{x) = 2cos (4x — 1). Chứng minh rằng với mọi +x ta có 
|ƒ#'œ)| < 8. Tìm các giá trị của x để đẳng thức xảy ra. 

37. Cho mạch điện như hình 5.7. Lúc đầu 
tụ điện có điện tích Óạg. Khi đóng j đI= 
khoá K, tụ điện phóng điện qua cuộn 
dây ; điện tích ¿ của tụ điện phụ 
thuộc vào thời gian / theo công thức 


g() = Qo sm øf, 
0 Hình 5.7 


24 §ê/ 


trong đó, ø là tốc độ góc. Biết rằng cường độ /{7) của dòng điện tại thời điểm / 
được tính theo công thức 


Tứ) =0). 
Cho biết Óạg = 10 #C và ø= 10x rad/s. Hãy tính cường độ của dòng điện tại 
thời điểm ¿ = 6 s (tính chính xác đến 10 ` mA). 
38. Cho hàm số y = COS“Y + msSinx ứŒn là tham số) có đồ thị là (C). Tìm z trong 
mỗi trường hợp sau : 


a) Tiếp tuyến của (C) tại điểm với hoành độ x = x có hệ số góc bằng I. 


¬ .: "rẻ. : To. 7 
b) Hai tiếp tuyến của (C) tại các điểm có hoành độ x = =1 Y8 K= 3 Song 


song hoặc trùng nhau. 


N VIPHÂN 


Z5“ ng 


1. Vi phân của hàm số tại một điểm 
Cho hàm số y = ƒf+) có đạo hàm tại điểm xạ. Khi đó ta có 


Ay 


lim : 
Ax->0 Ax 


Ƒ (®ạ) = 


2 ⁄ “ Fẻ ? ` .? ^Z A rợ ^ 4 1 
Đăng thức trên cho thấy : Nếu |A+x| khá nhỏ thì tỉ số = rất gần với ƒ '(xo), do 


`. A 
đó ta có thể coi răng ƒ (xo) = : 
Ax 
hay Ayƒ @ạ)A+. Œ) 
Ta có khái niệm vi phân của hàm số tại một điểm như sau : 
Tích ƒ (xạ)Ax được gọi là vi phân của hàm số y = ƒ{+) tại điểm xọ 
(ứng với số gia Av) và được kí hiệu là d/Yxạ), tức là 
đo) =ƒ (Xọ)A+. 
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Ví dụ 1 
Vi phân của hàm số ƒfx) = sinx tại điểm xạ = H là 


zÍ] = r§) - Ax = COS.- Ax= Xác H 


IHÄ| Tính vi phân của hàm số ƒ(x) = _ tại điểm xụ = 2, ứng với Ax lần lượt bằng 
0,2 và 0,02 (làm tròn kết quả đến hàng 10 `). 

Ứng dụng của vỉ phân vào tính gần đúng 

Từ (1) và định nghĩa vi phân của hàm số tại một điểm, ta thấy : 

Khi |Ax| khá nhỏ thì số gia của hàm số tại điểm xạ ứng với số gia Ax xấp xỉ 
bằng vi phân của hàm số tại xạ ứng với số gia Ax đó, tức là 


to + Ax) — ff4o) =ƒ (Aọ)Äx. 


ƒŒg + Ax) = ƒ(%g) + ƒ Œạ)Ax. (2) 


Công thức (2) cho phép ta tính xấp xỉ giá trị của hàm số ƒ tại điểm xạ + Ax khi 


Từ đó ta có 


việc tính các giá trị ƒ(%o) và ƒ(+¿) là khá đơn giản. 
Ví dụ 2. Tính giá trị của sin30°30' (lấy 4 chữ số thập phân trong kết quả). 
Giải 


Do 30°30'= ° + 3S0 nên ta sẽ xét hàm số ƒ{z) = sinx tại điểm xạ = cở VỚI SỐ 
gia Ax= T Áp dụng công thức (2), ta được 
(đsä)*)) 
vn + z0) ~ sine + [s=z lung =3 = SIM VI”, 3S0 ~ 0,5076. 
Vậy sin30°30'= vn! 0 J* 0,5076. L 


3. 


Nhận xét 

Nếu dùng máy tính bỏ túi, ta tính được sin30°30' x 0,5075. So sánh với kết 
quả trên, ta thấy việc áp dụng công thức (2) cho ta kết quả khá chính xác. 

Vỉ phân của hàm số 


Nếu hàm số ƒ có đạo hàm ƒ“ thì tích ƒx)Ax gọi là vi phân của hàm số 
y=ƒ), kí hiệu là 


dÑ+) =ƒ (@)Ax. ) 
Đặc biệt với hàm số y = +, ta có dx = (x)'Avy = Av. Do đó ta có thể viết (3) 
dưới dạng 
Ví dụ 3 


a) dạ — 2x7 + 1)= @`— 2x7 + 1)dx = (3x7 — 4x)dx = x(3x — 4)d+. 
b) d(sin^x) = (sin x)'dx = (2sinx cosx)dx = (sin2x)dx. I 


|H2l Hãy chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho đối với mỗi 
trường hợp sau đây : 


a) Vi phân của hàm số y = Yx”+3x—1 là: 


1 2x+3 


(A) dỳ= ————————(\ ; (B) dy= —-=———————=(\ ; 
\xZ+3x-—I \xZ+3x-—I 
(C) dy = "5...1. . (D) le ch c(jp, 


2\x7+3x—I 


2x +3x—I 
b) Vi phân của hàm số y = sin3x là : 


(A) dy = 3cos3+x dzx ; (B) dy = 3sin3x dry ; 
(C) dy = —-3cos3xdx ; (D) dy = —-3sin3x dz. 


0âu hủi và hài tập 


39. Tính vi phân của hàm số ƒ{+) = sin2x tại điểm x = 3 ứng với Ax = 0,01 ; 


Ax=0,001. 
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40. Tính vi phân của các hàm số sau : 


4x 
a+b 


d)y= (z và b là các hằng số) ; b)y=xsinr ; 


c)y= x“ +sinˆv P d)y= tan x. 


41. Áp dụng công thức (2), tìm giá trị gần đúng của các số sau (làm tròn kết quả 
đến hàng phần nghìn). 


|| = 
a) 0.9095” b) 0,996 ; c) cos45°30'. 


B ĐẠO HÀM CẤP CAO 
1. Đạo hàm cấp hai 


Xét hàm số ƒá@4) =x ` — x” + 1. Hàm số này có đạo hàm ƒ '+) = 3x” — 2x. Hiển 
nhiên, y' = ƒ '(x) cũng là một hàm số có đạo hàm và đạo hàm của nó là 


[ƒ'@)]'= Gxˆ— 2x)! = & — 2. 
Ta gọi đó là đạo hàm cấp hai của hàm số ban đầu. 
Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây 
ĐỊNH NGHĨA 
Cho hàm số ƒ có đạo hàm ƒ'. Nếu ƒ"' cũng có đạo hàm thì đạo 
hàm của nó được gọi là đo hàm cấp hai của hàm ƒ và kí hiệu là 


ƒ", tức là 


Liêu = (/}' - 
ƒ còn gọi là đạo hàm cấp một của hàm số ƒ. Đạo hàm cấp hai của hàm số 
y = ƒ(+) còn được kí hiệu là y". 
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Ví dụ 1. Tìm đạo hàm cấp hai của mỗi hàm số sau 


a)y=x)—2x7 +1; b) y = tanx. 

Giải 

a) y'=3X”— 4x; y"= (3⁄7 — 4x)! =6x — 4. 

b) y'= 1+ tan “x ; y"= (1 + tan ˆx)' = 2tanx (1+ tanˆx). ñ 


IH1| Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số : a) y= ^|x ; b) y= sinx. 


2. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai 
Ta đã biết : Nếu một chất điểm chuyển động có phương trình s = s() thì vận 
tốc tại thời điểm íạ của chất điểm đó là vữa) = s (ạ). 
Bây giờ nếu íạ nhận một số gia A/ thì yứạ) nhận một số gia là Ay = vực + A?) — ví). 
Khi |Ar| càng nhỏ (khác 0) thì Avy càng phản ánh chính xác sự biến thiên vận 


tốc của chất điểm tại thời điểm íạ. 
Ẩ 24 `. Ẽẽ .—... A9 và 
Trong cơ học, giới hạn hữu hạn (nếu có) của tỉ số ẤT khi A7 dần đến 0 được 


gọi là gia tốc tức thời tại thời điểm tạ (hay gia tốc tại thời điểm íạ) của chất 
điểm đó, và được kí hiệu là z(ạ).. Vậy 


Do đó, ta có thể phát biểu ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai như sau : 
Gia tốc (tức thời) a(tạ) tại thời điểm tạ của một chất điểm chuyển 
động cho bởi phương trình s = s(t) bằng đạo hàm cấp hai của hàm 
Số s = s() tại điểm fọ, tức là 
dứ) = s”(ọ). 
Gia tốc tại thời điểm íạ đặc trưng cho sự biến đổi vận tốc của chuyển động tại 
thời điểm đó. 
Ví dụ 2. Một chất điểm chuyển động có phương trình Sứ) = Asin(øí + Ø). 


(Phương trình này gọi là phương trình đøo động điều hoà). Khi đó, vận tốc tức 
thời của chuyển động tại thời điểm / là 


y) =S ()= Aøœ@cos(øf + ø). 
2117 
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Gia tốc tức thời tại thời điểm ứ là 
a() = §"0) = v'() = —AøŸ sin(@f + ø). H 
|H2| Phương trình chuyển động của một chất điểm là S(:) = 5t — 3i” (S tính bằng mét 
(m), ¿ tính bằng giây (s)). Tính gia tốc của chuyển động tại thời điểm r = 4s. 
Đạo hàm cấp cao 
Đạo hàm cấp một ƒ" và đạo hàm cấp hai ƒ” của hàm số ƒcòn được kí hiệu lần 
lượt là ƒ“ và ƒ', Nếu ƒ '” là một hàm số có đạo hàm thì đạo hàm của nó gọi 
là đạo hàm cấp ba của hàm số ƒ, kí hiệu là #9, Tương tự, đạo hàm cấp ø của 
một hàm số được định nghĩa bằng quy nạp như sau : 
Cho hàm số ƒ có đạo hàm cấp ø — 1 (với neÑ,n>2) là ƒ “ˆÐ, 
Nếu /'“~” là hàm số có đạo hàm thì đạo hàm của nó được gọi là 
đạo hàm cấp n của hàm số f và kí hiệu là ƒ “”. Nói cách khác, 


= Lệ To (nêeÑ,n>2). 


Đạo hàm cấp ø của hàm số y = ƒ(x) còn được kí hiệu là y””, 

Ví dụ 3. a) Đối với hàm số y = x” + 7x” — 4+, ta có : 
y=3xŸ+14x—4; y"=6x+14; y?=6 và y)=0 với mọi n >4. 

b) Đối với hàm số y = sinx, ta có : 

y'=C0Sx ; y`=(COSX) =— SInx ; y°) =y”=(_sinx) =-cosx ; 


y = (—cosx)' = SINx ; y°) = (SINX) = €OS+X ;... L 


Quan sát ví dụ 3b) và cho biết khẳng định sau đúng hay sai : Nếu y = sin x thì 


Œ — dị H210 
+ — F 
y sn|3 


ˆ 2m ` ` m ˆ 
0âu hỏi và hài tận 
Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau đến cấp được cho kèm theo. 


a) +) = mm COS2x, 2œ : 


43. 


44. 


45. 


4ó. 


47. 


48. 


b) ƒ@©) = cos”x, / Q0); 

c)ƒ0) = @x + 10), /@). 

Chứng minh rằng với mọi ø > 1, ta có : 
a) Nếu ƒ(v) = „ thì #@)= là Bề, 

b) Nếu fz) = cosx thì _ na = COSY. 

c) Nếu ƒtx) = sinax (ø là hằng số) thì / @) = a'”” sinax. 

Vận tốc của một chất điểm chuyển động được biểu thị bởi công thức 
v(ứ) = 8í + 3/”, trong đó / > 0, 7 tính bằng giây (s) và vứ) tính bằng mét/giây 
(m/s). Tìm gia tốc của chất điểm 

a) Tại thời điểm / = 4 ; 


b) Tại thời điểm mà vận tốc của chuyển động bằng II. 


Luyện tận 


Tìm vi phân của mỗi hàm số sau : 
5 2 
a) y= tan“3x — cot31 ; 


b)y= Ycos? 2x + 1. 


Dùng vi phân để tính gần đúng (làm tròn kết quả đến hàng phần nghìn) : 


a) : . Hướng dân : Xét hàm số y= mà tại điểm xụ= 20,25 = 4,5ˆ với Ax=005. 
\20,3 N 
b) tan29°30'. /1ướng dẫn : Xét hàm số y = tanx tại điểm xụ = “Ý với Ax = Xin : 


a) Cho hàm số ƒ+) = tanv. Tính “”)@) với ø = 1, 2, 3. 

b) Chứng minh rằng nếu ƒ(x) = sin ˆy thì  ?œ)=— 22"—! cos2x, 

Chứng minh rằng : 

a) Nếu y = Asin(øf + ø) + Bcos(øf + ø), trong đó A, B, ø và ø là những hằng 
số, thì y" + @ˆy =0. 

b) Nếu y= 2x - x7 thì yŸ`y "+1=0. 
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VÀI NÉT VỀ SỰ RA ĐỜI CỦA KHÁI NIỆM ĐẠO HÀM 


Phép tính đạo hàm hay còn được gọi là phép tính vi phân đã được manh nha từ nửa 
đầu thế kỉ XVII. 


Sau khi Đề-các (Descartes 1596 - 1650) phát minh ra phương pháp xác định toạ độ 
một điểm trong hệ trục toạ độ vuông góc (ngày nay gọi là hệ toạ độ Đề-các vuông 
góc) và cách biểu diễn hàm số bằng đồ thị thì ông và nhà toán học Phéc-ma (Fermat 
1601 - 1665) đã đặt ra các bài toán : Tìm tiếp tuyến của đường cong, tìm cực đại và 
cực tiểu của hàm số. Để giải quyết các bài toán này, các ông đã tiếp cận được điều 
"cốt lõi" của khái niệm đạo hàm. 

Có thể xem Phéc-ma là người đi tiên phong trong lĩnh vực xây dựng "phép tính vi 
phân". Ông là người đầu tiên đã giải quyết một số bài toán liên quan đến vấn đề cực 
trị và vấn đề tiếp tuyến trên cơ sở các "vô cùng bé". Điều này không xa với khởi thuỷ 
của khái niệm đạo hàm. 

Tuy nhiên phải đến nửa cuối thế kỉ XVII, các nhà toán học mới đặt được nền móng 
vững chắc cho phép tính vi phân. Các nhà toán học có công lớn trong lĩnh vực này 
phải kể đến Niu-tơn (Newton 1642 - 1727) và Lai-bơ-nít (Leibniz 1646 - 1716). 
Trong lời nói đầu của một tác phẩm của mình in năm 1684, Lai-bơ-nít đã viết : 

"Với sự hiểu biết về phép tính mà tôi gọi là ví phân, người ta có thể giải quyết được 
các bài toán tìm cực đại, cực tiểu và tìm tiếp tuyến". 

Đến cuối thế kỉ XVIII và đầu thế kỉ XIX, phép tính vi phân và bạn đồng hành với nó là 
phép tính tích phân đã được xây dựng hoàn chỉnh bởi các nhà toán học Gau-xơ 
(Gauss 1777 - 1855), A-ben (Abel 1802 - 1829), Cô-si (Cauchy 1789 - 1857) và 
Vai-ơ-xtrát (Weierstrass 1815 — 1897). 


0âu hủi và hài tập ôn tập chương W 


49. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
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4 3 2 2 
5 +3x— : : 
mo d X— Í2y +1: b)y=_— ““T~““ ølàhằng số); 
2 3 =] 
2 : 2 2 
c)y=(2-+x)cosx + 2x sinx ; d) y=tan x + tanxˆ. 


50. 


Si: 


52. 


nó. 


54. 


ội 


S6. 


a) Chứng minh rằng 5] =— 
X 


Z * 
„trong đó ñ e Ñ.. 
x1 


b) Với x #0 và n e Ñ”, ta đặt x ”= = Từ đó hãy so sánh đẳng thức trong 
EU 


1 


câu a) với công thức (x”)' = øx” ` và nêu nhận xét. 


Tìm đạo hàm đến cấp được nêu kèm theo của các hàm số sau (n e Ñ”). 


a)y=sinx, y"; b) y=sinx sin5x, yf; 
c)y=(4-+),y; đ)y= —, J9) 

e)y “—¬ 39; y=cos2x, y'””, 

Tính vi phân của hàm số y = "nã. tại điểm x = s ứng với Ax= 3S0) 


(tính chính xác đến hàng phần vạn). 

Gọi (C) là đồ thị của hàm số ƒ() = +Ý + 2x” — 1. Viết phương trình tiếp tuyến 
của (C) trong mỗi trường hợp sau : 

a) Biết tung độ của tiếp điểm bằng 2 ; 

b) Biết rằng tiếp tuyến song song với trục hoành ; 


.. : mm... ; j 
c) Biết răng tiếp tuyến vuông góc với đường thăng y = —g4 SE Ệ 


d) Biết rằng tiếp tuyến đi qua điểm A(0 ; —6). 


Tìm một điềm trên đồ thị của hàm số y = ñ sao cho tiếp tuyến tại đó cùng 
x— 


với các trục toạ độ tạo thành một tam giác có diện tích bằng 2. 
Đồ thị (Ø) của một hàm số bậc hai 
y=P(š) đã bị xoá đi, chỉ còn lại trục 
đối xứng A, điểm A thuộc (9) và tiếp 
tuyến tại A của (9) (h. 5.8). Hãy tìm 
P() và vẽ lại đồ thị (9). 

Cho parabol (9) : y = x”. Gọi Mị và M› 
là hai điểm thuộc (9), lần lượt có hoành 


độ là xị =—2 và x; = l. Hình 5.8 


221 


Hãy tìm trên (9) một điểm C sao cho tiếp tuyến tại C song song với cát tuyến 
MM;. Viết phương trình của tiếp tuyến đó. 

57. Một chất điểm chuyển động có phương trình $ = ?` — 3/” — 9r + 2, ở đó, í > 0, 
r tính bằng giây (s) và Š tính bằng mét (m). 
a) Tính vận tốc tại thời điểm / = 2. 
b) Tính gia tốc tại thời điểm z = 3. 
c) Tính gia tốc tại thời điểm vận tốc bằng 0. 


d) Tính vận tốc tại thời điểm gia tốc bằng 0. 


Bài tập trác nghiệm khách quan 


58. Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 

a) Hàm số y = cotx có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 

b) Hàm số y = Ýx có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 

c) Hàm số y= |x | có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 

Với môi bài từ 59 đến bài 62, hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho. 
59. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = =¬ tại điểm với hoành độ x = —Il có 


phương trình là 


VÀ) (ŒB)y=-x+2; (Œ)y= x-l; (D)y=x+2. 
š | : 1 
60. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = —— tại điểm với hoành độ x = ~ có 
N2x 2 


phương trình là 
(A)2x-2y=-—l; (B)2x-2y =1; (CŒQ2x+2y=3; (D)2x+2y=-3. 


61. Hàm số có đạo hàm bằng 2x + = là 
â 


3 3 
x' +1 # ` +5x_-] 
(A)y=——: (B)y= ————: 
3(x2 + x) 2% đ <7 
(J5. (D)y=——————: 
x * 
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62. 


63. 


Đạo hàm cấp 2010 của hàm số y = cosx là 
(A) smx ; (B) -sinx ; (C) cosx ; (D) -cos x. 
Điền nội dung thích hợp vào chỗ trống. 


a) Hàm số hợp của hàm số y = cot# và hàm số trung gian  = vx là 


b) Hàm số hợp của hàm số y = ¡ và hàm số trung øian  = cosx + sinx là y=..... 
. M M 


c) Hàm số y = tan 3x là hàm số hợp của hàm số y = ............ và hàm số trung 
ĐĨH HE sà/44zse 
đ) Hàm số y = Vcosx là hàm số hợp của hàm số y = ............ và hàm số trung 
ĐIẠT] 1= sat vest 


z TU“ TU 
a) Tính sine và CO. 


b) Chứng minh rằng có hằng số € > 0 để có đăng thức 
: Si 
Sinx + (J2 — l)COS+x = Ccos| x — b3 VỚI mỌI xX. 


Giải phương trình 
tan x=cot 2x. 
Biểu diễn các nghiệm trên đường tròn lượng giác. 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P(+) = (sinx + cosx ) 


l 


2 2 


b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức Q4) = ————— - 
SIn“ x€OS“ x 


c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức R(+) = P(x) + Ó(). 


Giải các phương trình : 


: 3 NN ly Đ . 27T 
a) sinẨx + cosˆx = ST ị b) sin“2x — siIn“x = sin? 3 : 
C) COSX COS 2x = COS 3x ; đ) tan 2x — sin2x + cos 2x — Ï =0. 
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10. 
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Giải các phương trình sau : 

a) 2sin(x + 109) —W12 cos(x + 109) =3; 
b) TK cos 5x + sin 5x = 2cos 3x ; 

c) sin x — 3sinx cosx + 2cos2x = 0. 


Giải các phương trình sau : 


l+cosx 
a) 2tan^x+3= h b) tan x = —————} 
COS x l+sinx 
sin3x 
c) tanx + tan2x = : 
COS X 


Một đoàn tàu nhỏ có 3 toa khách đỗ ở sân ga. Có 3 hành khách bước lên tàu. Hỏi : 
a) Có bao nhiêu khả năng trong đó 3 hành khách lên 3 toa khác nhau ? 
b) Có bao nhiêu khả năng trong đó 2 hành khách cùng lên một toa, còn hành 
khách thứ ba thì lên toa khác ? 
Cho tập hợp 4 = {l, 2, 3,..., 0} với 0 e Ñ, ø„ > 1. Hỏi có bao nhiêu cặp (x; y) 
với xe 4,yc Avàx>y? 
Một túi chứa 16 viên bi, trong đó có 7 viên bi trắng, 6 viên bi đen và 3 viên 
bị đỏ. 
a) Lấy ngẫu nhiên 2 viên bi trong túi. 

— Tính xác suất để được 2 viên bi đen. 

— Tính xác suất để được 1 viên bi đen và 1 viên bi trắng. 
b) Lấy ngẫu nhiên 3 viên bi trong túi. 

— Tính xác suất để được 3 viên bi đỏ. 

- Tính xác suất để được 3 viên bi với 3 màu khác nhau. 


Gọi X là biến ngẫu nhiên chỉ số điểm mà một vận động viên bắn cung nhận 
được khi bắn một lần. Giả sử X có bảng phân bố xác suất như sau : 


X 9 7 bị 3 l 


02 | 0,36 | 0/23 1 0/14 10,07 


a) Tính điểm trung bình khi vận động viên đó bắn một lần. 


b) Tính điểm trung bình khi vận động viên đó bắn 48 lần. 


11. Ta đã biết COS—- = 22. Chứng minh rằng : 
2 


7 z đi 
—=—N2+Nˆ2 ; 
a) cOS 7 S_”) + : 


b)cos - = = 2212x147 †—-- với mọi số nguyên ø > 2. 
Puyà NGEIPNL,SDREEGLif 25052 SSIC SP. 


n — dấu căn 
12. Cho dãy số (w„) xác định bởi 
ị = 3 và H„ = 4u„_¡ — Ì với mọi ñ 3 2. 
Chứng minh rằng : 


a) H„ = == với mọi số nguyên ø > Ì ; 


b) (z„) là một dãy số tăng. 
13. Cho dãy số („„) xác định bởi 
Mị = 5 Và H„ = M„_¡ — 2 VỚI mỌI ø 3 2. 
a) Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số (w,). 
b) Hãy tính tổng 100 số hạng đầu tiên của dãy số (/„). 
14. Cho dãy số (w„) xác định bởi 
Mị = 2 Và H„ = 3u„_¡ VỚI mỌi ñ 3 2. 
a) Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số („). 
b) Hãy tính tổng 10 số hạng đầu tiên của dãy số (,). 


15. Các số x — y, x + y và 3x — 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng, đồng 
thời các số x — 2, y + 2 và 2x + 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. 
Hãy tìm x và y. 


922/0) 


16. Tính giới hạn của các dãy số sau : 


_nh —40n° + lẫn — 7 ._._ 2n +35nˆ-10n+3 
a) lủ) ==.. : b) lim "“_—..ố... 
n +m+100 5n —m + 2n 
4 H— " 
dưin Nón +mn+é] đÿlừm 3.2 8.7 
2n+] hiệc lê Tạo] đó 


17. Tính các giới hạn sau : 


a) limA3#` — 10n + 12 ; b) lim (2.3”— 5.4”); 


c) lim M +7 +i —] : d) lim ;=..1 
Xnˆ + 2n —n 


18. Tìm số hạng đầu và công bội của một cấp số nhân lùi vô hạn, biết rằng số 


hạng thứ hai là = và tổng của cấp số nhân này là 15. 


19. Tính giới hạn của các hàm số sau : 


2 2 
xš.i# X ` b) lim Ễ 
x>-l x +6 x->-5 2h HP, 
ðY..Jifif Ä 80 48092 9Ý: x?+x-—40 : 
x->—œ ( F 2} x+92x) +7 +21 7 
l¬ „4 2 
SỶẽẽ ca ng Ð Hm(2x+1),LSt?P., 
Xx>—-œ 2x + 1 x>+œ®œ 2x +* 


ø lim V9x2+11x—100 ; h) lim [s +1 -x/] : 


x->+œ x->+œ 


1 
1) lim : 
#3 AI 2 ca Sợ viÝ[ sez ý 


20. Chứng minh rằng phương trình x` + a + bvx + c = 0 luôn có ít nhất 
một nghiệm. 


21. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


ø 2 
đ9yt “TƯ (a, b, c là các hằng số) ; 
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4 
| 

by [sẻ +3] : c)y= xÌcoS” x ; 
X 


d)y= sin4|4+ x” ; e©)y= L+ [+ XÌ. 
* 


22. Cho hàm số y= mw ` +x”+x— 5. Tìm m để : 
a) y' bằng bình phương của một nhị thức bậc nhất ; 
b) y' có hai nghiệm trái dấu ; 
c) y' >0 với mọi x. 
23. Giải các phương trình sau : 
a) y =0, với y= 2 Sin2x + sỉnx =3; 
b) y'=0, với y = sin 3x — 2cos 3x — 3x + 4. 


24. Cho hyperbol (2) xác định bởi phương trình y = 


“Ìm 


a) Tìm phương trình tiếp tuyến (7) của (2) tại tiếp điểm A có hoành độ z (với 
a #0). 
b) Giả sử (7) cắt trục Óx tại điểm 7 và cắt trục Óy tại điểm J. Chứng minh 
rằng A là trung điểm của đoạn thẳng /J. Từ đó suy ra cách vẽ tiếp tuyến (7). 
c) Chứng minh rằng diện tích tam giác Ø7 không phụ thuộc vào vị trí của 
điểm A. 

25. Một điểm I⁄ chuyển động trên parabol y = - x” + 17x — 66 theo hướng tăng 
của x. Một người quan sát đứng ở vị trí P(2; 0). 
Hãy xác định các giá trị của hoành độ điểm M để người quan sát có thể nhìn 
thấy được điểm M. 


S2/E) 


HƯỚNG DẪN GIẢI, ĐÁP SỐ CÁC BÀI TẬP 


CHƯƠNG I 
1.a)R;b)R\|kx|k e Z); 
c)R\{@# + 1)xÌk e Z}: 


7 7 
đ) R\|D + 


k< 2Ì. 2. a) Lẻ ; b) Không 
lẻ, không chắn ; c) Không lẻ, không chấn ; 
d) Lẻ. 3. a) 5 và I;b) V2 —lvà—l; 

c©) 4 và -4. 5, a) SalL HD : Xét khoảng 
[-š : ) ; b) Đúng. HD : Sử dụng công thức 


cos”x= l — sinˆx. 6. b) 


7 T 7 7 
x =—= =. 0 — " 
2 4 4 2 

7 T 

2 = —— 0 = 
X 7t 2 2 7 

2 
2sin2 /NNG 

sin2x ai 


7. a) Không lẻ, không chắn ; b) Chấn ; c) Lẻ. 
10. HD : Chú ý đến các giao điểm của đường 


thẳng y = 5 với các đường thẳng y = +1. 


13. b) 
* —27 —TL 0 74 21 
x 7 7U 
0 kế 
2 W 2 2 É 
* ——” độc cv 
COS— _>0 0— 
5: ||xz] =] 
7 71L TU 7 
14. k XS? 
2) tk tk; 


b) _ + kl0n, * + klIÕï ; 


c) +22 + ân ;d) +ạ — T1. +2, 
2 71m lÌ? 

ỚI =.= ;l ° SA Tố “ 

VỚI COS Œ s? 6. a) 12' 12 
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b)5 _“ 5 =“ 17. a) Có 12 giờ ánh sáng 
vào ngày thứ 80 và ngày thứ 262 trong năm ; 
b) Ít giờ có ánh sáng nhất (9 giờ) vào ngày thứ 
353 trong năm ; c) Nhiều giờ có ánh sáng nhất 
(15 giờ) vào ngày thứ L71 trong năm. 

7 


4ã b) đ +15” + k1§0P, với tanz = 5 


l8.a) 2 + 


$ 1 1 1 
ó thể chọn ø~ 78”41'24');c) E + >+k>~ ;¡ 
(có thể chọn z¿ );c) 5 5 5 


1 1L. O O, 
d) giK : e) 200” +k720° ; 
7 7 
=—=+ỄS~ 
ĐưAg Na 
20. a) —150 ,—607, 30” ; b) _ˆ ni 


21. Cả hai bạn đều giải đúng. 22. 8= 45°, 

€x 3591552", 4 ~ 99944'§8" hoặc 8 = 1359, 
35915152", Á ~ 9944'8". 

23.a) D=lR\[~ +k2n| keZ,m=1;3): 
b)R| k2 Ike2] : 

c) R\[_Z+ksleez] Ó + kn,k e 2) : 


đ) "(E7 _ kŠ ) V l2 e 2) 


24. a) h ~ 3064,178(km) ; b) 25 phút. jD : Xét 


` sự 7U = 
phương trình 4000cos gt- I0)| = 2000 


và tìm nghiệm dương nhỏ nhất của nó ; 
c) 37 phút. HD : Tương tự phần a). 
25. a) 0 phút, I phút, 2 phút, 3 phút, ... 
b) 0,5 phút ; 1,5 phút ; 2,5 phút ; 3,5 phút ; ... 
7 2m 
— +k—; 
10 ÂM 
b) ~210” + k360”, 70” + k120” ; 
7 


7 7 
.,a)+— :b) T+k— 
27. a) s†2n;b) g+kg; 


c) h phút. 26. a) h. + k2n, 


c~5 + k2m s F Lựn. 
28. a) 2n, + 5 + 2n: b)~2 + k2m : 
1 1 
€) Di + KT, S + kín. 
29. a)>~— 0,34; b)~1,21;c)~0,20 ;~ 2,68; 
d) ~ 0,34. 
1 TL 7 
HD : in ——;— 
xeÍ r3 :sJ e®<[ 23] 
2ã "... 4 
30. a) ø + (2k + l)7r, VỚI cOSG = 5 Và Ssinz= s : 
51 lần 
b) — +n, — : 
) + kín, 2 +; 
c) Vô nghiệm. 
31.a)rz~ 0,11 (s) và r~ 0,64 (s). 
HD : 5sin6†— 4cos 6† 
= = !4I lÍ Tin q9) 
NHÍ ` “H4 


= 441 1 sin(6 — z) VỚI 


2... 4 
COS#= —— Và Sinz= ——. 
441 A4I 
Chọn #z + 0,675 và tìm nghiệm của phương 


trình sin(6#— ø) = 0 thoả mãn 0 <¿ < 1. 
b)/z 0437 (s) và zz> 090 ). HD : Tìm 
nghiệm của phương trình sin(6— #ø) = #‡ 1 


< I1. 32. a) va? +bŸ và 
-Naˆ +b? :b) XÃ ¿2à ` gi 


33. a) Vô nghiệm ; 
b) ¬ +, trein( ~Š ~ #) +; 


thoả mãn 0 < / 


€) là km , arctan(—5) + kĩ. 34. a) kĩ, tệ : 


TL 1 1 TL „7U ¬ 
Đ)&=, PIN E- `". (Chú ý :họ km 
$ 2 
nắm trong họ k2):4)x+2n, C 6 thế, 


35. a) kŠ : kệ. (Chú ý : họ 5 + km nằm trong 
HAT 
5'4 

36. a) k2 ; b) 802 + k180” ; 


7 7 7L 7U 
họ k2); b) 1p + É k2, +n, 


©) k1, ¬. + km. HD : Đặt £= tanx. 


đ) tệ - (Chú ý : họ kr nằm trong họ KỆ) : 


e) KỆ với k nguyên và không chia hết cho 3. 
37. a) 23 và 2s. HD : Tìm / thoả mãn 


1 

=(2r—1)|=+ 1và 0</<2. 
1H J _ 
b)£x~0,10s ; £x~ 0,90s và £x> 1,60s. HD : Tìm / 


thoả mãn 3cos [3í : D) =+2và0</<2. 


38. 8) +. +Ăn ;b) 2 + Êm, 


HD : Đặt y = tanx + cot+x với | y|> 2; 


1 
c) aTCfA 7 + kr. 39. a) Vô nghiệm, HD : Đưa 


về dạng sin(x— 2) = m với |m|>1; 
b) HD : Đặt í = sinx + cosx. 40. a) 907, 270” ; 


b) 225”, x 243265,8". 41. a) + #n, 


kia 
4 
k 


men =3) + kr; b) —arctan(—2) + 


1 
2 
1 


+ KT. 


1 7 
— arctan3 +R2 ;€) i +, S 


42.4) ~+k—, 


27 1 TL 
điển Jin 57D) C et E 
Kông x +9 b) Tổ + 


2 , 

5 _ kệ: c) Vô nghiệm. D : Chú ý ĐKXĐ là 
: T 7 

sin4x z 0 ; d) k2, N” +1, = + k2n. 

43. a) Đúng ; b) Sai ; c) Đúng ; d) Sai ; e) SaI ; 


: sin Mi : 
h3 TA lo 


Ð) Đúng ; ø) Sal. 45. a) 


COS7 
1 71 2m 
b |. 4 T, 
) — (xi 1) 6. a) T 3” 
: 7 
—G + k2m HD: Đề ý rằng 


C€OS2+x = sn5 —2x| ;b) 30” + £120” ; 
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1 1 
c) TO AH CUNG, + k7 ; đ) +! KT, 


arctan gi + k7. 47. a) la n§ng + kŠ : 
5 2 2 2 


1 
b) ¬. + k7 và arean| =2) + k1 ; 


€) 5 + 2km ; 2arctan(—5) + k2r. HD: Viết vế 


1 
phải dưới dạng s[sm 5 + cos” 3] 


4 
48. b) c† k2n, s† k2n. 
đồ.” RAR ST kê 
- Bị : 
50. b) † kĩ, -† kĩ Và arcian. + kĩ 


(HD: Nếu x z 21 km, đặt f = tan x). 


51. (B). 52. (C). 53. (D). 54. (A). 55. (). 
56. (D). 57. (B). 58. (A). 59. (C). 60. (A). 
61. (D). 62. (B). 63. (). 


CHƯƠNG II 


1.9. 2. 20. 3. a) 605 ; b) 91 000. 4. a) 256; 


b) 24. 5. 120. 6. 336. 7. a) = S, 


b) n(@n— 1). 8. a) 35 ; b) 210. 9. 1 048 576. 
10. 1850 000. 11. 252. 12. 15. 13. a) 1365 ; 
b) 2730. 14. a) 94 109 400 ; b) 941 094; 
c) 3 764 376. 15. 196. 16. 126. 


17. —C2oo2'°!3”?. 18. 1287. 19. 330 
20. ~94 595 072. 21. 1 + 30x + 405xˆ + 3240x”. 


22. -Cj.32”. 23. 3003. 24. 32. 25. c) 0,3 ; 
d) 0,06. 


l 20-11 

26. a) 0,5 ; b) 0,25. 27. L8 . 

Đ ) 2n: Ð) 9 2o 

ni HH 5 

28. b) P(4) = T2 ¡ 6) PŒ)= 2c ¡ P(C)= T.- 

5 5 
29. =0 + 0,016. 30. a) An c ~ 0,029 ; 

Cao Cloo 
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I8 97 30 2 
b) — “+ x 0.0009. 31. .32. —.34. 
) 105 49 9 


1 7 3 
34.4) Đa ;8) ẻ 


1 1 
35. a) 0,384 ; b) 0,488. 36. Xã] ;D) a 


37. (0,8)10 ~ 0.1074. 38. -””-. 39. a) Không 
xung khắc ; b) Không độc lập. 40. ø = 6. 


5 25 D 

41. 36 .42. 216 . 43. Có. 44. 
X 0 lÌ 2 3 
P 0,125 | 0,375 | 0,375 | 0,125 


45. a) 0,35 ; b) 0,85. 46. 0,35. 47. EX) = 1,5 ; 
V(X)= 0,75 ; oŒX) ~ 0,87. 48. EX) = 2,05 ; 


VỢ>~ 185; ơø(X)* 136; 49. B(X ) = 1,85; 
V(X)>2.83; ø(X) > 1,68. 50. 
X 0 ] 2 3 
P b 05: 4| 5ð: [luc 
n 30 


51. a) 0,8 ; b) 0,2; c) 2,2. 52. a) 0,72 ; b) 0,27. 
53. E@X ) = L875 ; V(X ) 0,609 ; ø(X ) ~ 0,781. 
54. E(X ) = 18.375 ; V(X ) ~ 5,484 ; ø(X ) ~ 2.342. 
55. 168. 56. 24. 57. a) 512 ; b) 315. 58. 126. 
59. a) 12 650 ; b) 13 800. 60. Cổ.332?. 


I 
61. a) 0.334 ; b) 0/2. 62. ——. 
C 
52 
Cà; 


63.1 — —~ ~ 0,341. 64. 0,96. 


65. a) 0,992 ; b) 0,08. 66. a) 0,9 ; b) 0,9. 

67. a) 

X|5 |6 |7 |8 |9 |10|11 
1 1 1 1 1 1 1 


P 
1216 4 6 6 |12 |12 
b) E@ = 7.75. 
68. a) 


X0 lÍ 2 | 3 
4 |18|12| 1 
35 | 35 | 35 |35 


P 


b) EÄX)= h ; V(X) ~0,49. 
69. C). 70. A). 71. B). 72. B). 73. B). 


CHƯƠNG III 


1Í:..ˆ .ÿ -= +3)(H, -IJ “+1. 12. Gợi ý : 


Chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 
13. a) Tăng ; b) Giảm ; c) Giảm. 14. Gợi ý : 
Viết lại công thức xác định ø„ dưới dạng : 
: + si 20. Gợi ý : Tìm côn. 

H„ = . 20. : 
"73 33n + 2) bê, : 


thức của số hạng tổng quát w„ 


. Đáp số : Công 


Sal =. 22.11; 14; I7; 20; 23. 25. Công 


sai d= -3 và u„ = 5 -3n. 27.690. 28. 30”; 


60”; 90. 31.„, = -ả- RA 20 TIb: 


kh2ệc :.E/- 782 000)11 0 


2731 


1048576 ` 
192”. 39. x = —6, y =-—2. 40. q =-—2. 41. q=-—2. 
16 64 14 148 148 
42.4 : 
“`... ẻ(ẶằẮ.k. 
Sử dụng phương pháp quy nạp. 45. Gợi ý : Sử 


34. ¡„ =—5 . (—3) 


36. a) 59 040 ; b) 37. 24°: 48° ; 06°: 


. 44. Gợi ý : 


dụng phương pháp quy nạp. 51. a) ; = 8500, 
a= 9000, vạ = 6420, vạ = 6869,4; 
b) „ = 7500 + 500, v„= 6000. (1,07)”~ Bể: 


c) Cơ sở 8 ; d) Cơ sở A. 52. a) Sai ; b) Sai ; 
c) Đúng. 53. (B) ; 54. (B). 55. (A). 56. (C). 57. (D). 


CHƯƠNG IV 


1.a) HD. se, 
n+5 


< — VỚI mỌi 0. 
H 


| 
2. HD. Ia|<=z với mọi ø. 5. a) 2 ; b)—1 ;c) l; 


d)1.6.a) z:)0;e)0; 4) 1. HD : Chia cả tử 
và mẫu của phân thức cho 4”. 7. a) HD. 
y ~, với mọi ø; b) —`. 8, a) 0 và 0; b) 


n+Ì — 5 
-5, 


Dị + Dạ +... = 34; 5+ + 


21 S9 
Ẵ b : . 10, = 1TR; 
9 a) , ) oọ : ©) 900 0 a) Đạ TƯ, 
2 
' -T> ;b) limp„ = =8; lim§, = 0. 


11. a) —œ© ; b) +œ©.. 12.a)-œ; b) +. 
13. a) +© ; b) +œ.. 15. a) +oo; b)—œ, 


NA 


16.a)0; b)+œ; c) 5 3 


17. a) + ; b) +œ ; c) —œ ; đ) +œ. 18. a) _ 
b) + ; c) + ; đ) 0; e) +œ ; T 3 19.„¡ =1; 
q = 5-20.) te; 
2 n—Ï] 
4 5\)4 (S4 Sì(4 
%=š°|SJÿ{5]s] *=*|5]|5) 


“SN ĐK” 243 2 


VỚI số = ; lm® ==.. 


. 21.a) =5; 


b) 3 22. a) 0,0, 1 và 0 ; b) không tồn tại. 
—zz:9) 1;Ð M3. 


24.a)0;b)2;c) 3:0) 5: 25.a) 
26. a) 0; b) 10 ; e) + ; đ) —œ. 27, a) l ; 


23.a)37;b)0;c)—I;d) 


An. 0. 
2" ) 


d6 


c) Không tồn tại. 28. a) —2 ; b) 0; c) 0 ; đ) Sài 


v2 


29. 3 ; 3 và 3. 30. a) 5 ; b) gi9 5:02:93: 


3/2 


3.31.a) ———:b)9;©)~16; ® 1.32.a)1;b)2; 


c) _ đ) 0. 33. 5 ; 3 ; Không tồn tại. 34. a) — 
b) +œ. 35. a) +oœ ; b) -œ ; c) —œ ; đd) —œ. 
36. a) + ; b) +oœ. 37, a) —oœ ; b) —œ. 38. a) 3 ; 


v2 


b) —œ ; c) +œ ; đ) 0. 39. a) 0; b) Em 40. a) 0; 


b) I. 41. a) 0 ; b) 0 42. a) +» ; 


: e) +øo ¡ f) —ø, 43. =. 


v2; b) 2 ; 
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b)12;6) 2) 2 


ĐT ; €) +oœ ; đ) _ 44. a) 


€) —œ ; đ) +œ. 4ã. a) +œ ; b) 2:.9)0; đ) #eo 


55.a) +©o;b) ——;C) 


—@ ; đ) o. S6. a) 9; 
b) =— 517. ` =: b) 81. 
. » 


l 3 l 
V1.ND. uy =1———. 59.4) — ¡b) —— ÿ 
58 " —T: 9.4) 5 ¡b) =2 


€) +œ ; đ) +œ ; e) 0; f T5: 60. ƒ liên tục trên 


R. 61. m =Te: 63. a) (B);b)(C@;c) (A); 


đ) Œ). 64. a) (D) ; b) (O) ; c) () ; d) (C). 
65. a) (B) ; b) (D) ; c) (B). 66. a) (C) ; b) D) ; 
c) (A). 67. a) (C) ; b) (D) ; c) (A). 68. a) (B) ; 
b) Œ) ; c) (D). 69. a) (A) ; b) Œ) ; c) (Q) ; 
đ) (C). 70. a) (C); b) (D) ; c) (B). 71. (B). 


CHƯƠNG V 

1.a) 3; b)-0,19. 2.a)2;b)5. 3.a)2; 

Ah ax,. 4.a) 5; 4,1 và 4,01. b) 4. 
5.a)y=3x+2;b)y=4(3x-4);c) y= 3x + 2. 

6. a) 49,49 m/s ; 49,049 m/s và x 49,005 m/s ; 

b) 49 m/s. 

7.ƒ'—1)=5;ƒ C2) = 80; ƒ (2) = 80 

8. a) 2ax ; b) 3⁄2 (Vx e RR). 


9. a) =..... xơ =—— với 
_— (2x-1? s. —# 
"`... 4= 

' = | š W “ T_ 
b)/ SN li an 


11.a) Mệnh đề sai ; b) Mệnh đề đúng. 12. 
#'œ&)<0;/'œ2)=0; ƒ'q) >0. 

14. b) Không tồn tại ƒ'(0) ; c) Mệnh đề sai. 

15. Hàm số gián đoạn tại xị và x4, liên tục tại x› 
và x„ ; có đạo hàm tại +4 và ƒ (xa) = 0. 

16. a) —I ; b) 10; c) 8. 


4 2 3 3 I 
17.a)5x — 12+ 2 —-——= ;b)-2Y +2x- ~ ; 
2Nx 3 
3 2 ạ 
1;d : 
€)x —-X +x-l; ỹ 


Áo 


18. a) 2x(@xỐ + 1)(7xŠ + 1); b) 4x(—3X2 + 1); 
-2(x? + 1), 
G?-D ` 
x(x + = 
(x+ IV 

2431 3 


19.a) 32x —x') (1— 22087 


VAN 


-5x 7 +6x+8_ 


(x2 +x+1Ÿ 


©) 


;Ð 2(9xˆ +x~-l). 


" 2 
3-# :đ) a 
MT -x#}*. \w@?-x?Ÿ 
20. x < 0 hoặc x > nnÀ 21. a) x < 0 hoặc 


x>2;b)1- v2 <x<1+42. 
22. a) xị ~ 5,162; x; x —1,162 
xsx3,449; x;~ —1,449. 


;b)xy=l ; 


<2x=6x 23. =5(x=J) 
(x? -5x+ 5 exa” 


c) 2x+Švx :đ)2(x+2)(+3) (32+ 1Ix+9); 


23. a) 


+? —1 


9 — TC thụ 
2x2 # 4Ï 2d (œ2 +Ï) 
Xx 
2Á.a)y =2x~1;b)y= TẾ, 2.y=+2x~1. 


26. xạ ~ 0.4142 ; xị 0/7321 ;x¿= 1; 
x4 # 1,2361. 27. = 20s ; y(20) = 1960m. 


2 1 
28.a)— ;b) —;c)—1. 
8. a) s? ) 2) c) 
29. a) 5cosx + 3sinv ; b) (2x — 3)cos(@“ —3x+2); 
c) Rang. ; đ) 2(4cos 8x — cos 23) ; 
42x +1 
& 2 : sin2x 
(sIn x — cOS x)Ÿ ` Xcos2x ỉ 
4Ù =—= ï 
2cos7 x.Etš 
2 
b) — (I+cot2@+Ÿ +1); 
x“+l 
3 3sinx 2 12 
costxv sin2x sin6x ` 


1 
©) ' 
cos” #v4l+2tanx 
l CO=.= se: 
sin“ x 


33. a) (xcosx sm)| ` 
x 


1 
, 
sin? x 


b) sin2x 2sin” xq+ tan” 2%) „ 
l+tan2x (1+ tan2x)Ÿ 
COS Núi sin2(x7 —l)— 4x? : 
cosF (sinx) 2sin? œŸ —]) 
ĐỒ 2sinxT— 8x :Ð 2sin3x + 3xcos3x 
1t — 8X 2xsin3x 
34. —nẺ. 


: ——+k2n P tất + k2n ; 


T 
s —+k2 
35. a) 5 + k2m 6 S 


` 


l 4 
b) 2t + 2? k22) trong đó cos  = 5 và 
SiInz= = 

n 


+k2n:d) 2 + kc. 


Bi 0059 0M NA 2 


2 6 6 


36. x = ¡sứ +4+k2rn). 37. ~ 31,41593 mA. 


3 —2 
42-1 


dx ; b) (sinx + xcosx)dx ; 


38.a)m=—l; b)m= .39.—001;—0001. 


'——— 
2(a+ b)\x 


z;k2) 
02/0022 


cos? * 


dx. 


41. a) ~ 1,0005 ; b) ~ 0,998 ; c) ~ 0,7009. 

42. a) 24— 16cos 2x ; b) —16sin2x. 

c) ƒ @) = 6Œ + 10) ;# "Œ@) = 30x + 10 : 
ƒ"@) = 120 + 10)” ; ƒ!@œ) = 360(x + 10); 
ƒ Ở@) =720Œ + 10); ƒ ®@) = 720 ;ƒ ®Qœ) =0 
(Vn37). 

44. a) a(4) = 32 m/s” ;b)z(1)= 14 m/S”. 


4 T 2 
6(2cos” 3x + l— 2cos 3). 


45.a) dy= 
sin” 3vcos” 3x 
sin4x 
b)dy= —-——————dx 
\cos? 2x+l 


46. a) 0,222; b) ~ 0,566. 
47. a) ƒ'@) = 1+ tan xv ; ƒ "() = 2tany (1 + tan^v) ; 
/#)@)=2(1 + tan ˆv) + 4tan”x (1 + tan +). 

3 2 1 
49.a)2x  +5x“—- —— ; 

42x 
øn = 2.7: 

b) S hRH Si Goài THENC, SẮC : ệ ;€) x Sinx ; 

(x—]) 


sinx * 
® 2| TRN: 5 ;]: 


COS X COS X 


51. a) -cosx ; b) 128cos4x — 648cos Óx ; 

c) y'=—5(4 — x)! ; y" =20(4— x)Ÿ ; y" =—60(4 

-x)” ; y#) = 120(4 ~ x) ; y”) =~120 ; y =0 
(0 t1. (U"n12"— 

(tài  ” \yy 1T) 

 (CU".2?""!, cos2x. 

52.~— 0,0059. 53. a) y = 2(4x -— 3) và y 


(vn > 6) ; d) 


=-2(4x+3);b)y=-—l;c) y=2(4x-3) ; 
đ)y= 2(4x— 3) và y=— 2(4x + 3). 

` `. 
SỔ: 4).85.P4)= za 21 T- 


56. y=¬x—. .8T a) —0 m&§ ; b) l2m®&Ÿ; 


c) 12m/s” ; đ) —12 ms. 
58. a) đúng ; b) saI ; c) sai. 59. (A). 60. (C). 
61. (B). 62. (D). 


63. a) cotx/x : b) (cosx + sinx)” ; ©) y = tanu 
và u=3x;d)y= Xu và u= cosx. 

ÔN TẬP CUỐI NĂM 

1.a) sin— ^. 2N) : 


8 2 
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3.a)—-2A2;b)4:c)4— 24/2. 


4.a)x= cá kC : 
8 4 


1T 1T 1T 
—= — — =d— - 
b)x PIN Tu + tắm; 
©)x=kŠ:. HD - CO8 3x = COS (X + 2Y) ; 


đ)x= n+kổ ; X= ÂTẢ. 


Ã. 3)x= + = 40 + Ä360” với cosø = —... 


1 
b)x= 12 TẤR, = 28 Đo 


T 
c)x= sĩ + k7, x = arctan 2 + k7. 


6. a) x = k2m. HD : Đặt y= Ề 
COS X 


b)x= 7m + k2, x = h + kĩ 


7. a) 3! = 6 trường hợp. b) 18 trường hợp. 


g. nữ = Ð Sìn na. 


. .9,a) =—; =—. 
2 Cũ Củ 20 


10. a) 5,96 ; b) 48. 5,96 = 286,08. 

11. b) HD : Chứng minh bằng quy nạp. 
12. a) Chứng minh bằng quy nạp ; 

b) HD : 220+1)rl > 22ml : 

13. a) u„ = 7 — 2n ; b) S¡gạ =—9400. 
14. a) u„= 2.3”; b) S¡ạ = 39 — 1. 
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2 
15. #;y) =@ ; D,@;y) = [- Äị -ñj: 


Tổ, a) Ì ;b) 0; ) #6 ; đ) —5.. I7, 4) #5 
b) — ; ©)2; đ) 1.18. uị = 12; g= 


¬ 19.4) 2; b)p; ©) 1; đ) 0: 
©) —ø ; J)AJ2 ; g) +ø ; h) 0; Ì) 2. 
20. HD : Do tính liên tục của hàm số 
ƒ@)=x) +4 +bx+e 
và lim ƒ{x) = +œ, lim f{x) =-—œ. 


2ax”+bx? =o: 
(a+b)x? 


3 
b) la|s'=43) [2+]: 
x + 
xcosA|4+xf 


4+x 


Dị Em 


;b)m<0; G)m >.. 


21. a) 


c) *? l&) cos” x—xsin 2x); d) 


2x? "—= 
22.a)m= ` 
3” 


SN  lnc + k2r ; 


Ki” 7= Tin ái 
3 3 


5 với tanø = 2. 


1 2 
24. =-— — ÿ 
a)y cà hng 


2 
b) HD : I(2a; 0), /[0:2]-o Sø„ = 2 (đơn 
vị diện tích). 25. —4 < x < 8. 


THUẬT NGỮ 


2i ._ SH 
Giới hạn lim ——— 
x>Ũ +# 


THUẬT NGỮ 
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